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Prólogo 


El propósito fundamental de este libro es servir de ayuda a los que se inician en el estu- 
dio de la trigonometría y para ello les presenta una colección de problemas representativos, 
completamente resueltos, Al mismo tiempo, el arreglo del material que contiene es tal que 
servirá como un manual práctico para quienes deseen repasar los principios fundamentales y 
вив aplicaciones. 


El libro, aunque completo, no se ha escrito en el estilo formal de los libros de texto. 
Cada capítulo contiene un compendio de las definiciones y teoremas necesarios, seguido de un 
conjunto de ejercicios cuya dificultad se ha graduado debidamente. Las demostraciones de los 
teoremas y las deducciones de las fórmulas se incluyen entre los problemas resueltos. Estos, 
а su vez, van seguidos por un conjunto de problemas propuestos con sus respuestas. 


Los aspectos numéricos de la trigonometría plana se han tratado ampliamente. Igual 
atención se ha prestado a las soluciones logarítmicas y no-logarítmicas de los triángulos rec- 
tángulos y oblicuángulos. Las aplicaciones son muchas y diversas. Las figuras se han trazado 
HUS cuidadosamente para mayor utilidad; las respuestas se han redondeado de acuerdo 
соп los datos. 


Las más sencillas identidades y ecuaciones requieren un conocimiento de álgebra ele- 
mental. Los problemas se han seleccionado cuidadosamente, se һап explicado con todo detalle 
las soluciones, y todo el material se ha dispuesto de modo que ilustre claramente tanto los 
procesos algebraicos como el uso de las relaciones trigonométricas básicas. 


a la trigonometría esférica están precedidos de un capítulo 
Sobre geometría del espacio. La teoría y las fórmulas necesarias para resolver triángulos esfé- 
ricos ү se han explanado suficientemente e incluyen el uso del 
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CAPITULO 1 


Angulos y longitudes de arco 


LA TRIGONOMETRIA, como lo sugiere la misma palabra, trata de las mediciones de las 
partes o elementos de un triángulo. La trigonometria plana, que se estudiará en varios 
de los capítulos siguientes, se limita a los triángulos contenidos en los planos. La tri- 
gonometría esférica estudia ciertos ángulos trazados sobre esferas. 


La trigonometría se basa en algunas relaciones, llamadas funciones trigonométri- 
cas, que se definirán en el capítulo siguiente. Las primeras aplicaciones de la trigono- 
metría se hicieron en la agrimensura, la navegación y la ingeniería. Estas funciones 
también desempeñan un papel importante en toda clase de fenómenos vibratorios 
| (sonido, luz, electricidad, е{с.). En consecuencia, una gran parte de esta materia se 
dedica al estudio de las propiedades de las funciones trigonométricas y de las relaciones 
entre ellas. 


EL ANGULO PLANO ХОР está formado por las dos semi- 
rectas secantes OX y OP. El punto O es el vértice del Р 
ángulo, y las semi-rectas son los lados del ángulo. 





recta desde una posición inicial OX hasta una рові. y, 
ción terminal OP. Así, el punto O sigue siendo el vér- 
| tice, ОХ es el lado inicial y OP el lado terminal, 


x 


| m" "T 


jo inicial 2 
Отка O 3 
| в жел 7 


e 


Un ángulo así generado es positivo si el sentido del giro (indicado por una flecha 
| curvilínea) es contrario al de las agujas de un reloj, y negativo si el sentido del giro 
es el mismo de las agujas de un reloj. Los ángulos de las figuras (a) y (c) son positivos; 
el de la figura (5) es negativo. 











MEDIDAS DE ANGULOS 


A. Se define un grado (*) como la medida del ángulo central subtendido por un arco 
igual a 1/360 de la circunferencia, 


"Un minuto (^) es 1/60 de un grado; un segundo (^) es 1/60 de un minuto. 
EJEMPLO 1. а) }36°24) = 9 5 duran 412684) = emu» 
o jars) = joe) = 40376? o 407371307 
d) jce292907) = Az 20") = 10727148780") = 183720" 

1 


2 ANGULOS Y LONGITUDES DE ARCO 


B. Se define un radián (rad) como la medida del án- 
gulo central subtendido por un arco cuya longitud: 


es igual a la del radio de la circunferencia. 
La longitud de la circunferencia = 2x (ra- 

dios) y subtiende un ángulo de 360°. Entonces, 2x A 

radianes = 360°, de donde, 

Y radián = 190 rag = ТТА у 

1 grado = туу radián = 0,017453 rad, aprox., 

donde т = 3,14159. 

Бито 2 o а C oi a 

(Véanse los problemas 1-3.) 

С. Se define un mil, unidad utilizada een los estudios militares, como la medida del 


ángulo central subtendido por un arco igual a 1.6400 de la circunferencia. El nom- 
bre de esta unidad proviene de que, aproximadamente, 


ar ^ 


Como 6400 malls = 360°, 1 mil = буу = i0 > 100 les, 
dE (Véanse los problemas 14-16.) 








LONGITUD DE ARCO 

A. En una circunferencia de radio г, un ángulo central de 6 

radianes determina un arco de longitud. 
гт 

es decir, 2 
longitud de arco = radio X ángulo central en radianes, 
(Nota. s y r pueden medirse а оа conve- 
niente, pero deben expresarse en la misma unidad. 


EJEMPLO 3. a) La longitud del arco determinado por un ángulo 
] en una circunferencia de 30 pulgadas de radio es 


a = -з0фу= 10 pulgadas. 
» NE cm o vn 











4 cuya longitud ев. ааа ^зе > 
| eTe 
2 Ре 
| ¢) En la misma circunferencia un arco cuya longitud es de 1] pies subtiende 
ча ángulo central. di 


d, cuando s y 7 se éxpresan en pulgadas, 


3 rad, cuando # y 7 зе expresan en pies. 


(Véanse los problemas 4-13.) 





re 
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B. Si el ángulo central es relativamente pequeño, se puede tomar la longitud del arco 
como un valor aproximado de la longitud de la cuerda correspondiente; 


cuerda: 


Ahora, puesto que 9 rad = 1000 6 miles y 3 = r û = 1070 (10000), se sigue que 
longitud de la cuerda = 7o5; (ángulo central en miles), aproximadamente. 
En los estudios militares, la igualdad anterior se expresa mediante la fórmula 


W = Rm, donde m es el ángulo central expresado en miles, R es el radio (alcance) 
expresado en miles de yardas, y W es la cuerda (abertura) expresada en yardas. 


(Véanse los problemas 17-19.) 


PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Expresar en radianes cada uno de los ángulo siguientes: 
a) 30", B) 130%, с) 2530", d) aruas 


Como deo [Ду н = 0,017483 vad, 











oe 3 x jj md - prado 0.6206 rad, 
۴ E сте doe E nd. atas sl 

e 25°30" = 26,5% = 25,5 X ¡ig rad = 0.4451 rad, 7" 

ө arua ama POSSEM. a a X E nua OaD e 
2. Expresar en grados, minutos y segundos cada uno de lós dagūlos siguientes: 

û) ката, EEO md, c) 2/6 rad, A dl $ 

pasa sr i ы, èr 
a) фта = рх 18 eor, [LIE ГЕЯ 
o Pm -ixi UE o Ferar) „шө, | 


ame c ма 
a erp et MU, hera) reo. 
наа m Tev /min). Expresar esta velocidad angular. 
а) rev /seg, b) ral/mi о о о о о ооо о 





Es ANGULOS Y LONGITUDES DE ARCO 


а) 48 rev/min 


ose deris 
b) Como 1 rev = 2erad, 48 rev/min = 48) rad/min = 301,6 rad /min 
©) 48 rev/min = $ rev/seg = $ (27) rad/seg, = 5,00 rad/seg 


о 48 rev/min = 905 rad/min = E тайер = 5,03 rad/seg. 


4. El minutero de un reloj mide 12 cm. ¿Qué distancia recorre la punta del minutero durante 20 minutos? 


En 20 minutos la aguja describe un ángulo de 6 = 120° = 2«/3 rad y la punta de la aguja recorre 
una distancia de s = rh = 12(2x/3) = Ве cm = 25,1 cm. 


5. Un ángulo central determina un arco de 6 cm еп una circunferencia de 30 cm de radio. Expresar el ángulo 
central 0 en radianes y en grados. 





6. Una vía férrea ha de describir un arco de circunferencia. ¿Qué radio hay que utilizar si la vía tiene que 
cambiar su dirección en 25° en un recorrido de 120 m? 


So pide encontrar el radio de una circunferencia tal que un ángulo central 0 = 25° = 5«/30 rad 
determine un arco de 120 m. Entonces 





"dee me 





; 
7. Un tren se mueve a razón de 8 millas por hora (mi/hr) sobre una vía circular cuyo radio mide 2500 pies. 
¿Qué ángulo describe en un minuto? (1 milla = 5280 pies). 


Puesto que 8 mi/hr 





EO pies/min = 704 pies min, recorre un arco de longitud a = 704 pies 


| en un minuto. Entonces 6 = * = J = 0,2816 rad o 10%. 


8. Supóngase que la Tierra es una esfera de 3960 millas de radio. Encontrar la distancia que hay desde el 
ecuador hasta un punto situado а 36°N de latitud. 


Puesto que 36° = $ radián, в = r$ = 3960р) = 2488 millas. 


distancia entre dos ciudades situadas en un mismo meridiano es de 270 kilómetros, Encontrar su 
ferencia de latitud. 


] a. Z0 03 ‚у 
o тыз 





] 10. Una rueda de 4 pies de diámetro gira a razón de 80 rpm. Encontrar (en pies) la distancia que recorre 
еп un segundo un punto de borde de la rueda; esto es, la velocidad lineal del punto (en pies (seg). 


B0 rpm = 80 j) rad/eeg = SE rad seg. 


Entonces, en un segundo la rueda describe un ángulo 9 = 8«/3 rad y un punto del borde recorre 
una distancia s = 76 = 2(8=/3) pies = 16,8 pies. La velocidad lineal es de 16,8 pies /seg. 








ANGULOS Y LONGITUDES DE ARCO. $ 


11. Encontrar el diámetro de una polea que gira а razón de 360 rpm movida por una correa de 40 pies / гек. 
360 rev/min = 960095) rad/seg = 12x rad/seg. 


Entonces, en un segundo la polea describe un ángulo 4 = 12s rad y un punto del borde recorre una 
distancia s = 40 pies. 


4 mdr = 2) > 200) pies = 20 pies = 212 pies. 


12. Un punto del borde de una rueda hidráulica de 10 pies de diámetro se muevo con una velocidad lineal 
de 45 pies /seg. Encontrar la velocidad angular de la rueda en rad /seg y en rev /seg. 
En un segundo un punto del borde recorre una distancia 4 = 45 pies. Entonces, en un segundo la 
rueda describe un ángulo 0 = s/r = 45/5 = 9 radianes, y su velocidad angular es 9 rad /seg. 





Puesto que 1 rev = de rado 1rd = gE rev, Dd og O) rev ng = 1,43 rev jt 


13. Determinar la velocidad de la Tierra (en mi/seg) en su recorrido alrededor del Sol. Supóngase que la 
órbita terrestre es una circunferencia de 93.000.000 millas de radio, y que un año = 365 días. 


En 365 días la Tierra recorre una distancia de 2«r = 234) (93.000.000) millas. 


«30388900008 ctas 18,5 millat. Bo velocidad 


En un segundo recorrerá una distancia: de E 5j 


es de 18,5 mi /seg. 








14. Expresar cada uno de los siguientes ángulos en miles: а) 18°, b) 16°20', ¢) 0,22 rad, d) 1,6 rad. 


Puesto que 1% = 10 miles y 1 rad = 1000 miles, 
a) 18% = 18050) miles = 320 miles b) 10207 - S3 100) miles = 290 miles 
€) 0,22 rad = 02201000) miles = 220 miles 4) 1,6 rad = 1,601000) miles = 1600 miles. 


15. Expresar en grados y radianes cada uno de los ángulos siguientes: a) 40 miles, 6) 100 miles. 
Puesto que 1 юй = |, = 0,001 rad; 


2/4 mie = e) 





= 215" y 40 miles = 40(0,001) rad = 0,04 rad, 


= 5%37,5' y 100 miles = 100(0,001) rad = 0,1 rad. 


э 100 mies = 100 (B5 





16. Demostrar que un mil = 0,001 radián, aproximadamente. 
1 mil -homi - ЗЫ rad = 000098175 rad o, aproximadamente, 0,001 rad. 


17. A una distancia de 5000 yardas una batería cubre un ángulode 15 miles. Encontrar el campo de abertura 
de la batería. RA 


5000 u 
R-i S, m = 15% y W = Rm - 5015) = 75 yardas. 






















18. Desde un punto de observación en la costa, un barco de 360 piesde longitud subtiende un ángulo de 40 
miles. Encontrar la distancia entre la costa y el barco. —— 


аса а ТИ 
La distancia buscada es de 3000 yardas. — > " 


19. Se observa que una granada explota и 200 yardas а la izquierda del blanco. ¿Qué corrección angular 
debe hacerse sí el blanco se encuentra а una distancia de а) 5000 yardas y 0) 7500 yardas? 


га) La corrección es m = W/R = 200/5 = 40 miles, a la derecha. 
%) La corrección es m = W/R = 200/7,5 = 271 miles, а la derecha. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 
20. аг OM 
а) 25°, b) 160%, с) 75°30/, d) a 


e eom S Tad o 1,3177 rad 
O) 89 rad o 27025. 70 гай o 1,9664 rad 


Expresar en grados cada uno де los 
Атай, 6 73/10 m, od d iA d, от, 
tup. п) 4b, М1, е) 0", — d)l49me", o) soirs” 





ferencia de 24 pulgadas de rad 
а) de 2/3 rad, — B de 37/5 rad. 
û) 18 pul, Mee Мало 6 314 pul, 
js b 
eR. 


por un areo а) de 30 pul, s o 
Rep. 0) 1 rad, 5) 3/8 rad, e) 5/3 


Байа al Pado کا جد 6ھ‎ AAA 
a) de1 rad. 6)de2/3rad, c) dedrad, d) de 20%. €) de 60°: 


Resp. a) 15 еп, b) 22,5 cm, c) 5 em, d) 43,0 em, e) 17,2 em. 

Й 

25. El extremo de un péndulo de 40 cm de longitud describe un arco de 5 em. Ci 
ción del péndulo? ^ Resp. 1/8 rad 6 7943" 


126. Un tren se mueve a razón de 12 mi /hr Dea de 3000 pies de y 
im un nion? A S а 


31. Un tramo de una vía férrea curvilinea está formado por doe arcos sucesivos 
a un ángulo central de 20° con un radio de 2800 pies, y el segundo corresponde a 1 


eot un radio de 000 piss, Беота ia МОЙШЕ de los dos arcos. 
Resp. 6250/9 piès 6 2182 pies 1 


ANGULOS Y LONGITUDES DE ARCO 7 


28. Un volante de 10 pulgadas de radio gira a razón de 900 pin: ¿A qué velocidad, en pies /seg. se mueve un 
unto: del borde del volante? — Resp.:78,5 pies/eg 0 





29. La rueda de un automóvil tiene 30 pul de diámetro: ¿Can qué rapidez (rpm) gira la rueda alrededor 
dde а eje cuando el automóvil mantiene una velocidad de 46 mir! Дер. 504 rpm 


tegis тл) 
30.'ALamolar ciertas herramientas, la velocidad lineal de la muela тиг де 6000 pies /seg. Encon- 
trar el máximo número de revoluciones por segundo a) de una pulgadas de diámetro, b) de 
una muela de 8 pulgadas de diámetro. dE 
Бер. a) 6000 /= rev ве о 1910 rev jwg, B) 2805 rev еқ. O 
Ondar 


31, Sì la rueda de un automóvil, de 32 pulgadas de diámetro, gira a razón de 800 rpm, ¿cuál es, en mi /hr, 
la velocidad del automóvil? Resp. 76,2 mph 





32. Expresar en imiles cada uno de los Ángulos siguientes: а) 45°, 5) 10*15^, е) OA тай, d) 0,08 rad. 
Resp. а) 800 miles, Б) 182 milen, с) 400 miles, 4) 60 miles 


3%. Expresar en grade у en radianes сайа umo delos Angulo siguientes: o] 25 miles, b) 60 miles c) 110 mile. 
Resp: a) 19247 y 0,025 rad, 6) 3°22 y 0,08 rad, с) 6°11 y 0,11 rad 
34. La pared lateral de un hangar situado a 1750 yardas subtiende un ángulo de 40 miles. ¿Cuál es а lon- 
gitud de la pared? Reip. 70 yardas 
* ы 
96. Un glóbo aorostático de 130 ple de Largo está epeadidó естилип obre un punto de observación. 
Si el ángulo subtendido por el globo es de 50 miles, ¿a qué altura se encuentra? Resp. 809 yardas 


36. Desde un bote que se encuentra. эе observa que el ángulo де de un risco os de 12 miles. 
mu diae situsdo el bote? 
Resp. 2500 yardas 








7, Una colina, cuya altura es de 180 pies, subtiende un ángulo de 30: rvada dexde un punto 
situado en al terreno llano. NT e 1» falda de la colina, una 
o o ccv i eR a 
se encuentra: la trinchera? — Resp. 72 pies 

{ 
ixi 
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CAPITULO 2 


Funciones trigonométricas de un ángulo cualquiera 


ESCALA NUMERICA. Una recta dirigida es una recta en la que se han señalado dos senti- 
dos: uno positivo y otro negativo. El sentido positivo se indica con una flecha. 


Se determina una escala numérica cuando se escogen un punto O (véase la Fig. 
2-A), llamado origen, y una unidad de medida ОА = 1, en una recta dirigida, En esta 
escala, B está situado а 4 unidades a la derecha de O (esto es, en el sentido positivo 
a partir de О) y C está a dos unidades а la izquierda de O (esto es, en el sentido ne- 





gativo a partir de О). 
c 0 A B 
A LI 1 H^ 
Fig. 2-A 


La distancia dirigida OB = +4 y la distancia dirigida ОС = -2, Es importante ob- 
servar que, puesto que la recta está dirigida, OB » BO y OC » CO. La distancia diri- 
gida ВО = -4, porque se mide en sentido contrario al que se ha tomado como 
positivo, y la distancia dirigida CO = +2. Entonces СВ = CO + ОВ = 2 + 4 = 6 
y ВС = BO + OC =-4+ (2) =-6. 


UN SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES en un plano consiste en dos 
escalas numéricas (llamadas ejes), una horizontal y otra vertical, cuyo punto de in- 
tersección (origen) es el origen de cada escala, Es costumbre escoger el sentido positivo 
de cada eje tal como se indica en la figura, esto es, positivo hacia la derecha en el eje 
horizontal o eje de las x, y positivo hacia arriba en el eje vertical o eje de las y. Por 
conveniencia se toma la misma unidad de medida en ambos ejes, 


En un sistema de esta clase, la posición de un punto cualquiera P en el plano 
queda determinado por sus distancias dirigidas, llamadas coordenadas, а los ejes. La 
coordenada x o abscisa de un punto P (véase la Fig. 2-B) es la distancia dirigida 
| BP = OA y la coordenada y u ordenada es la distancia dirigida AP = OB. Un punto 
1 Р, de abecisa х y ordenada y, se denota P(x, y). 








Panta 





п 1 
e | 09 





-x 








Fig. 2B Fig. 2-0 
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Los ejes dividen el plano en cuatro partes, llamadas cuadrantes, que se numeran 
1, IL III, IV. En la Fig. 2-С se muestran los cuadrantes numerados y los signos co- 
rrespondientes a las coordenadas de un punto en cada uno de los cuadrantes. 


La distancia no dirigida r de un punto P(x, y) al origen, llamada distancia de P 
o radio vector de P, está dada por 
r= уу 
Así, а cada punto del plano están asociados tres números: x, y, r. 
(Véanse los problemas 1-3.) 


ANGULOS EN POSICION NORMAL. Un ángulo está en posición normal, respecto a un 
sistema de coordenadas rectangulares, cuando su vértice coincide con el origen y su 
lado inicial con el semi-eje positivo de las x. 

Un ángulo pertenece al primer cuadrante o es un ángulo del primer cuadrante cuan- 
do, colocado en posición normal, su lado terminal cae en dicho cuadrante. Definiciones 
semejantes se aplican a los otros cuadrantes, Por ejemplo, los ángulos 30°, 59°, y -330° 
воп ángulos del primer cuadrante; 119° es un ángulo del segundo cuadrante; -119° 
ез un ángulo del tercer cuadrante; -10” y 710* son ángulos del cuarto cuadrante, 











Son ángulos coterminales los que, colocados en posición normal, tienen lados ter- 
minales coincidentes. Por ejemplo, 30° у -330*, -10° y 710* son pares de ángulos 
coterminales. Dado un ángulo cualquiera, existe un conjunto infinito de ángulos co- 
terminales con él. (Véase el problema 4.) i 

Los ángulos 0*, 90*, 180*, 270*, y todos sus ángulos coterminales reciben el nombre 
de ángulos cuadrangulares. 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO CUALQUIERA. Sea 0 un ángulo, 
(no cuadrangular) colocado en posición normal, y sea Píx, y) un punto cualquiera, 





distinto del origen, perteneciente al lado n | ángulo. Las seis funciones tri- 

sonométrca de Yen deinen, ер Meng ds MUREL d ede Tu denm 

de P como sigue: de 

E MEI 

coseno 8 LIED Ll = жс 0j бапа ол 
E . Ordenada _ y E _ distancia _ r 

Уге чю tan 6 абава ox cosecante 6 сс б di ӯ 

еа, 


10 
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>x 





Pay) 





Al observar las figuras se hace evidente que los valores de las funciones trigono- 
métricas de 0 varían cuando 8 varía. En el problema 5 se demuestra que los valores 
de las funciones de un ángulo dado 8 son independientes del punto P que se escoja 


en el lado terminal. 


SIGNOS ALGEBRAICOS DE LAS FUNCIONES. Co- 


тпо г es siempre positiva, los signos de las funciones 
en los distintos cuadrantes dependen de los signos 
de x y de y. Para determinar estos signos se puede 
colocar (mentalmente) el ángulo en posición nor- 
mal, o se puede utilizar algún otro recurso, como el 
que aparece en la figura adjunta donde únicamente 
se han registrado las funciones cuyo signo es positi- 
vo, (Véase el problema 6.) 

Las funciones de un ángulo dado están defini- 
das unfvocamente. Sin embargo, cuando se conoce 
el valor de la función de un ángulo, el ángulo no 
queda definido unfvocamente, Por ejemplo, si se- 
no 9 = { entonces û = 30°, 150°, 390%, 510°, ... . 
En general existen dos posiciones posibles del lado 





terminal; por ejemplo, los lados terminales de 30* y 150” del ejemplo anterior. Las 
excepciones а esta regla ocurren cuando el ángulo es cuadrangular, (Véanse los pro- 


blemas 7-15.) 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS CUADRANGULARES. El 
lado terminal de un ángulo cuadrangular coincide con uno de los ejes, Un punto Р 
(distinto del origen) del lado terminal tiene por coordenadas x = 0, y #06 x »* 0, 
у = 0. En ambos casos sucede que dos de las seis funciones no están definidas, Por 
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ejemplo, el lado terminal del ángulo 0° coincide con el semi-eje positivo de las x, y la 
ordenada de P es 0, Como el denominador de las relaciones que definen la cotan- 
gente y la cosecante es la ordenada, estas funciones no están definidas, Para indicar 
estas conclusiones algunos autores utilizan la notación cot 0° = = y otros utilizan 
cot 0° = + =. En el problema 16 se obtienen los siguientes resultados: 


ángulo û | sene | coso | tano | coto | seco | осо 





[2 0 1 o += 1 ho 
90° 1 0 ie 0 + 1 
180° 0 a 0 += |a to 
270° E! 0 += 0 | += a 


PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Localizar los siguientes puntos en un sistema de 
coordenadas rectangulares y encontrar el valor de 7 
correspondiente a cada uno de ellos: 


40,2, с-з, ~a, DG, -®. 
Para A = JEFA = VIT = YE 
Paro В: = МТВ = 5 
Para r= SFH 6 
Para D: r = VEFE = уй 














(@)En enda uno de los niguientes puntos P encontrar 
la coordenada que falta: 
а) x = 2, r =3, Р en el primer cuadrante 
<b) x = =, r = 5, Р en el segundo cuadrante 
Ve) y = =1, r = 3, Р en el tercer cuadrante 
d) x «2, = уб, Р en el cuarto cuadrante 
Drs 
f y=-2r=2% 8 x = 0, г = 2, y positiva; А) y = 0, = 1, x negativa. 


а) Dela relación s* + 34 = rë, se obtin 4 + yê = po уут e E Puesto que P está 
еп el primer cuadrante, la coordenada que falta es y = v5. 
DE yA da 
Puesto que P está en el segundo cuadrante, la coordenada que falta es y = 
©) Se tiene que 419,88 y VE 
{ Como P está en el tercer cuadrante, la coordenada que falta es x = —2 VT. 
d)y = 5— 4 y y = +1. Puesto que P está en el cuarto cuadrante, la coordenada que falta en = —1. 
€) Aquí, yt = г — x = 9 — 9 = 0 y la coordenada que falta es y = 0. 
fx = т-у=бух=0 g) уб = г*—з* = 4 y y =2 es la coordenada que falta. 
М st = тб ge =1 y ж = —1 өк la coordenada que falta. 








3. ¿En qué cuadrante se puede localizar Pix, y) af 


в) x es positiva yy 402 е) y/r es positiva? @ >/х es positiva? 
b) y es negativa y x0? d) r/z es negativa? 
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в) En el primer cuadrante cuando y es positiva y en el cuarto cuadrante cuando y es negativa. 
B) En el cuarto cuadrante cuando x es positiva y en el tercer cuadrante cuando x es negativa. 
©) En los cuadrantes primero y segundo. d) En loe cuadrantes segundo y tercero. 


e) En el primer cuadrante cuando tanto x como y son positivas, y en el tercer cuadrante cuando tanto 
3 como y son negativas. 


4. a) Construir los siguientes ángulos en posición normal y determinar cuáles son coterminales: 
125%, 210%, —180%, 380%, 990%, —370*, -955*, —870°. 


b) Encontrar otros cinco ángulos coterminales con 125°.. 


Y Y Y 
125% 205 
x ‚з x 
4 um 








в) Low dngulos 125° y —955% = 125° — 3:380" son  coterminales. Los ángulos 210°, —150° = 210° — 
360°, 930° = 210° + 2-360°, y —870* = 210° — 3300" son coterminales. 

b) 485° = 125" + 360%, 12055 125° + 3360%, 1925* = 125° + 5:360”, — —235° = 125° — 360°, 
—1316* = 125° — 4:300* son coterminales con 125°, 








5. Demostrar que las funciones trigonométricas de un ángulo $ no dependen del punto Р que se escoja en 
el lado terminal del ángulo. 
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Supéagase que los puntos Р y Р? de los lados terminales de cada uno de los ángulos de las figuras 
anteriores tienen las coordenadas que se les han señalado. Denótense las distancias OP y OP’ porr yr” 
tespectivamente. Trácense las perpendiculares АР y A'P' al eje de las x. En cada figura, el triángulo 
ОАР у OA'P', cuyos lados a,b, r y a’, P^, F respectivamente son similares; ай. 
Hby тЫ, afr =a ff ја = Ја", ebat rara, rer. 
Puesto que las razones obtenidas corresponden alas funciones trigonométricas de un ángulo del primer 
cuadrante, los valores de las funciones de un ángulo cualquiera del primer cuadrante son independientes 
del punto P escogido. 
De 1) se sigue que 
rm Mir -ajr = =a r^, 5/—‹ т-а", ть m rf. 
Como éstas son las relaciones correspondientes alas funciones de un ángulo del segundo cuadrante, los. 
¡valores de las funciones de un ángulo cualquiera del segundo cuadrante son independientes del punto P. 
escogido. 
Se deja al lector la consideración de los casos 
тн В afr = ан eten y b/r = 8/0 аук = at jr’, ete: 

















6. Determinar los signos de las funciones seno, coseno y tangente en cada uno de 108 cuadrantes: 


sen 0 = y/r. Puesto que y es positiva en los cuadrantes I, II y negativa en los cuadrantes III, IV, 
mientras que r es siempre positiva, sen 6 es positivo en los cuadrantes I, П y negativo en los cuadrantes 
Il, IV. 


cos = x/r. Puesto que x es positiva en los cuadrantes I, IV y negativa en los cuadrantes II, III, 
cos V es positivo en los cuadrantes I, IV y negativo en los cuadrantes II, III. 

tan û = y/z. Puesto que x y y tienen el mismo signo en los cuadrantes I, ШІ, tan 0 es positiva en 
los cuadrantes I, III y negativa en los cuadrantes П, IV. 








Ж Determinar n valores de lan funciones trigonométricas del ángulo 6 (el menor de los ángulos positivos 
es posición normal) si P es un punto del lado terminal de 9 y las coordenadas de P son: 


a) PU, 4); Ф) P(-3, 4), ^) Р(-1,-3). 











Y 
g 
Qo 
^ EI 
PLD) 
© 
a)r- FFF -5 b) r= VFT =5 e) r = VIF - уто 
ben = yr = 4/5 sent 4/5 sea 4 3/10 = 3/10/10 
СТРА сае 3/5 em Ee 1/10 = — толо 
tano = y/ = 4/3 tant =4/-3 = -4/3 — tant -3/-1-3 
ena = y = 3/4 coto = —3/4 cot = -1/-3 = 1/3 
sec b = r/x = 5/3 mce =5/-3= 5/3 eee у10/-1- - VI. 
ex = r/y = 5/4 ee 0 5/4 eet = VIO = = 





Obsérvense las relaciones inversas. Por ejemplo, en 8) sen = 1/csc = 4/5, cos = 1/ес® = 3/5, 
tan в = 1/00t 6 = —4/3, ete. 





———- 
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8. ¿En qué cuadrante cae el lado terminal de 6, si 
a) sen 8 y cos 0 son ambos negativos? ©) sen t'es positivo y secante 6 es negativa? 
$) sen y tan û son ambos positivos? d) sec à es negativa y tan без negativa? 


a) Puesto que sen? = у/ y cos? = x/r, ambos, £ y y son negativas. (Recuérdese que r es siempre 
positiva.) Así, 6 es un ángulo del tercer cuadrante. 


b) Puesto que sen Û es positivo, y es positiva. Como tan 8 = y /x es positiva, х es también positiva. Así, 
6 es un ángulo del primer cuadrante. 


€) Como sen à es positivo, y es positiva; como sec 4 es negativa, x es negativa. Así, ¢ es un ángulo del 
segundo cuadrante. 


d) Como sec à es negativa, x es negativa; como tan es negativa, y es positiva. Así, û es un ángulo del 
segundo cuadrante. b > 


9. ¿En qué cuadrante puede terminar б, si - 
а) sen tes positivo? b) costesnegativo? e) tan&esmegativa? d) sect es positiva? 
a) Puesto que sen 8 es positivo, y es positiva. 
Entonces, x puede ser positiva o negativa, con lo que 6 es un ángulo del primer cuadrante o del segundo. 


b) Puesto que cos û es negativo, x es negativa. 
Entonces, y puede ser positiva o negativa, con lo que 8 ex un ángulo del segundo cuadrante o del 
tercero. 

€) Puesto que tan 0 es negativa, puede suceder que y sea positiva y x negative, o que y sea negi 
x positiva. Аш, puede ser un ángulo del segundo cuadrante o del cuarto. 

4) Puesto que sec t es positiva, x es positiva. Asi puede ser un ángulo del primer cuadrante о del cuarto, 











(б) Encontrar los valores de cos à y tan $, si son = 8/17 y 6 per- 
tenece al cuadrante 1. 
Sea P un punto del lado terminal de 4, Puesto que 
sen 6 =y/ = 8/17, se toma y = 8 y r = 17. Puesto que 0 
pertenece al cuadrante I, x es positiva; entonces, 


xc VEA NU 16. 
Para trazar la figura, localícese el punto P(15, 8), únase 
con el origen y señáleso el ángulo 0. Entonces. 
йу xyr = 15/17 y tante уук = 8/15. 
El escoger у = 8, r = 17 es convencional. Obsérvese que 
8/17 = 16/34; lo que nos permitira tomar y = 18, y = 34. Entonces, х = 30, cost = 20/34 = 18/17 
y tanê = 16/30= 8/15. — (Véase el problema 5) _ 











11. Encontrar los valores de sen 0 y tan 0, dado cost = 5/6. 
Como cos 0 es positivo, 4 pertenece al primer cuadrante o al cuarto. 
=x/r = 5/6, ве toma x = 5, = 6; y = & VOF 18% = УП. 





Puesto que cos 








(a) СЛ 


"FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO CUALQUIERA 15 


4) Si 0 está еп el cuadrante 1 (figura a), se tiene ж = б, y = VTL, r = 6; entonces 





sen y/r- УПБ y tani = ys o I. 





[EN resta иө aora dese ө у cus 6, uta вө ASES, 


Puesto que tan = y/r es negativa, $ está en el cuadrante П (siz = —4, y = 3) o en el cuadrante 
IV Gi x= 4, y = —3). En ambos casos, r = VIE F9 =5. 





Poen 





la) ъ 


a) Si 0 está on el cuadrante II (figura a), sen = у/ = 3/5 y cont = x/r = 4/5. 
b) Si 0 está en ol cuadrante ТУ (figura Б), send = y/r = —3/5 y eon = x/r = 4/6. 








19) Encontrar sen 0, si cost = —4/5 y tan 6 es positiva. 


Puosto que cos 4 = x/r es negativo, < es negativa. Como tant 
negativa, Entonces 0 está en el cuadrante III. (Véase la figura 





Убх es positiva, y tiene que ser. 








Tómese х = — entonces y = —V/S-— (719 = —3. Asi, sen 0 e уу = —3/5. 
Y 
x 
A $ 
2] 
Fig. (c) Prob, 13 







Саса valoris de las ira tasca de 


Como sen 9 = y /r es positivo, y es positiva. Dado. 
9 pertenece al cuadrante IL. — (Véase la figura. 


Tomando x E 
tant = 9/2 = Y3/1= YE cott = 1/tans = 1/43 = —V3/3 
sec 0 = 1/сов% = —2 csc = Ljsen = 2/ y3 = 245/3. 
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18, Determinar los valores de cos 9 y tan $ si sen à e mn, es una fracción negativa. 


Puesto que sen 9 





negativo, 8 está en el cuadrante III o en el cuadrante IV. 


a) En un cuadrante Ш: Tómese y = mr = л, х = VR = m; entonces 
emt = x/r = М ја у da = у/к = -т/у/ т, 
b) En el cuadrante IV: Tómese y = m, r = п, x = + RF = БӘ; entonces 
coso = a/r = VEA у otanta yjz = MN 


[16) Determinar los valores de las funciones trigonométricas dea) 0%, 6) 90°, c) 180°, d) 270°. 








Sea P un punto cualquiera (diferente de 0) del lado terminal de 4. Cuando 4 = 0°, x =r, y = 
cuando 8 = Эй x = 0, Y = rr cuando б = 180^, Xie тру O; cuando fe 270°, = = 0, y = 
D 
3l aur) 
r Piro 
Juss b. 
w 6 
Y 
Ca 
‚у= x 
[zz] Pari 
e ч 


aoao aer y 


yir aoro 
x/r = r/r = 1 
у/х = oir =0 
toO = x/y = £ w 
вес 0° eris m rir =1 
ee m r/y ho 











e) 0 m 180%; = =r, y nO 





yir Oir =0 
x/r = rr = 
ук =0/-г 
cot 180° = x/y = # ж 
жес 180° = п/а =т= —1 
ою 180° = г/у = + = 








e90; y =r 


sen90 yr = rjr ed 
сов 90° = x/r =0/r=0 
бап 90° = у/л = + = 
cot 90° = х/у =0/r = 0. 
жес 90° erre 
ex 90° = г/у = rjr =1 


d) o= 270% x =O, = г 


sen 270° = yfr = -r/r = 
cos 270° = x/r = O/r = 0 
tan 270° = у/х = ж. 
cot 270° = jy = 0/ 2r =0 
sec 270° = г/к = 4 

ex 270° = г/у = r| =r =! 









Se habrá observado que cot 0° y сс 0* no están definidas porque la división por cero по está permi- 
tida. En la figura (e), se ha tomado 9 como un ángulo muy pequeño en posición normal y se ha señalado 
en ка lado terminal un punto Р(х,у) a una distancia г del origen. En estas condiciones, х es poco menor 
que r y, además, y es muy pequeña у positiva. Entonces, cot ® = x/y y cac à = г/у son positivas y muy 
grandes. Si ahora 6 decrece hacia 0° (es decir, OP se acerca а OX) y P permanece а una distancia r del 
rigen, se observa que x crece pero se mantiene siempre menor que r, mientras que y decrece pero se man- 
tiene mayor que 0. Así, cot 8 y cse 6 crecen cada vez más. (Para una comprobación, tómese г = 1 y calod- 


ме сш : Е 

F Y x x 

А با‎ 
to e Р 








— 
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dese сөс cuando y — 0,1, 0,01, 0,001, ...) Para indicar estas conclusiones se suele escribir cot 0° = + 
У cos0° = + =. Nótese que, aunque se utiliza el signo =, пове quiere significar que "cot 0° sea igual a"; 
dino que, cuando un ángulo positivo pequeño sehace cada vez menor, la cotangente del ángulo toma 
Valores positivos cada vez mayores. ' 








Supóngase ahora que, como aparece enla figura (f), que В es un ángulo pequeño y negativo, y señá- 
| dese en su lado terminal un punto Р(х,у) s una distancia 7 del origen: En estas condiciones, x es positi 
Y poco menor que r, mientras que y es negativa y numéricamente pequeña. Entonces cot û y cac 9 son 
hegativas y numéricamente grandes. Cuando 8 crece hacia 0°, cot$ y csc 0 permanecen negativas y son, 

| Büméricamente, cada vez mayores. Para indicar estas conclusiones, se indica cot 0° = —= y сэс = — 








17. Evaluer: a) sen 0* + 2 cos 0" + 3 sen 90" + 4 con 90" + 5 нее 094 c0 
9) sen 180° + 2 сов 150° + 3 sen 2709 + 4 cos 210° — 5 sec 180" — 6 cse 270° 


i) O + 2(1) +20) + 400) + 50) +601) =16 
b) 0 + 20-1) + 3(1) +40) — 5-1) —6(=1) = 6 





18, Constniyase, mediante un transportador, un ángulo de 
20? en posición normal. Descríbase, con centro en O, un 

“arco de 10 unidades de radio que corte el lado terminal en 
Р. Desde P trácese una perpendicular al eje de las x. Sea 
А el pie de la perpendicular trazada. Al efectuar las me- 
diciones convenientes se obtiene que ОА = 94у AP = 3,4 
de modo que las coordenadas de Р вов (9,4, 3,4). En- 
tonces, 


sen 20° = 3410 = 0,34, — cot20* = 9,4/3,4 = 2,8, 


сов 20° = 94/10 = 0,94, — weX* -10/94 =11, 4 
tan 20° = 3,4/9,4 = све 20° = 10/34 = 2,9, n y 








Obtener las funciones trigonométricas de 50°, como en el 
problema 18. Considérese la figura (4). 

Al efectuar las mediciones convenientes, se obtiene 
que las coordenadas de P, situado a 10 unidades del origen. son (6,4, 7,7). Entonces, 


sen 50° = 7,7/10 сой 50" m 64/7,7 = 083, 


sec 50% = 10/64 =1,6, 
tan 50% = 77/64 = 1,2, ex 50° = 10/77 = 13. 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 


20. Establecer el cuadrante en que termina cada ángulo y el signo del seno, coseno y tangente. 
шула, ву тве; ©) ss, «0.2129, ej 400%, f) 1907 Ж) 250%, № -1000*. 
fep dls эз; ee A mt, o AM 











21. ¿En qué cuadrante termina ® si N жь 
а) sen 0 y cos 0 son positivos? ej tan лы ыр ena 
$) cos à y tan à son positivos? f) uns y sec 6 es positiva? 
c) sen 0 y sec $ son negativos? (p) sen $ es positivo y cos t es negativo? 
@ cos à y cot ® son negativos? Àj кете. y сөю 0 es negativa? 


Вер. a) L 1 00,1, e) ML DN. BH, ЮТУ 


22. Designar por 0 el menor ángulo positivo cuyo lado terminal pasa par el punto dado y encontrar las fun- 
ciones trigonométricas de 0: а) P(=5, 12), b) PO, -24, © P2, 3), Р(—3, -5). 
® Reap. а) 12/13, 5/19, 712/5, —81% —13/5, 13/12 

E Y. nd 

93 VT, 7 

d) —5/VA, -3/ 5/3, 3/5, B S 


23. Encontrar los valores de Täs: funciones trigonométricas de 0, dados: 








7/25 d) coto = 24/7 ) ta 5 j) aes = 2/43 
“4/5 9 seno = -2/3 Meets = уб 
=5/12 f) cos = 5/6 TT ec $ vs 





Resp. û) 1: 7/25, 24/25, 7/24, 24/7, 25/24, 26 
її: 7/25, —24/25, 1/24, —24/7, —25/24, 25/7 


юш: 3/5, —4/5. ¡9/40 4/3. 5/4, 8/35. ШЇ: –2/5, —4/5, 3/4, 4/9, 5/4, 5/9 


5/13, 12/19; 25/12, —12/5, —13/12, 13/5 
5/13, 12/13, 28/12, —12/5, 13/12, 13/5 


4) 1; 7/25, 24/25, 7/24, 24/7, 25/24, 25/7 
п 125, 7/24, 24/1, —25/24, —25/7 


ja, 24/5, vB), -3/у5. -3/2 
2/45, —v 5/2 3/ V5. -3/2 


ул: VIT/6, 5/6, ТЇ /5, 5/ УТ, 6/5, 6/ VTE 
IV: — VAT/6, 5/6, — VIT/S, BVI, 6/5, -6/v'TT 


о I: IVT 5/ I, 3/5, 5/3, VHS, V/S 
ш: 28/78, -5/V%, 3/5, 5/8, — 4/8, -V53 


2/ VY. VT/ S, 2/ S, VER, VEINS, УП 
АЛО, уум, ЛЫБ 308/8. — 1518, — vT0/2 


(а агу, 145 2 1/2 чуб NES nn VE 11V6,2,1/2,—V8, VEN 
y ш: суза, 1/2, VS VE E SV INt — УЗ, 1/2, — VE 1/V8,2, 2/48 


























24. Calcular cada uma de las siguientes expresiones: 
a) tan 180° — 2 cos 180° + 3 exe 270° + sen 90° = 0. 
b) sen 0° + 3 cot 90° +5 sec 180° — 4 cos 270° = 





CAPITULO 3 


Funciones trigonométricas de un ángulo agudo 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO. Al trabajar con un 
triángulo rectángulo cualquiera, es conveniente (véase Fig. 3-A) designar los vértices 
de los ángulos como A, В, С, los ángulos de los triángulos como A, В, С = 90° y los 
lados opuestos a los ángulos, a, b, c, respectivamente. Con relación al ángulo A, el 
lado a recibe el nombre de cateto opuesto y b el de cateto adyacente; con relación al ángulo 
B, el cateto adyacente es a, y el cateto opuesto es b. Al lado c se llama siempre hipotenusa. 


Si ahora se coloca el triángulo en un sistema de coordenadas: (véase la Fig. 2-B) 
de tal manera que el ángulo A quede en posición normal, las coordenadas del punto B, 
en el lado terminal del ángulo A, son (Б, а) y su distancia es c = уй F Fî, En estas 
condiciones, las funciones trigonométricas del ángulo A, pueden: definirse еп términos 
de los lados del triángulo rectángulo, como sigue: 


Y 





Fig. ЗА Fu. зв 


a . cateto opuesto b _ catetoadyacente 
anA + 707 cot A = = cateto opuesto 

b _ cateto adyacente „€ hipotenusa 
eA = ¢ = potenia: А oT 

г 
_ _ _cateto opuesto _ © _ _hipotenusa 
tan A = 7 cateto adyacente E Gateto opuesto 
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS ARTOS. Los án- 


шов agudos А y B del triángulo rectángulo son complementarios, es decir, 
А + B = 90°. En la Fig. 3-A se tiene que n 
sen B = b/c = cos A cot B = ajb = tan A 
cos B = а/с sena sec B = c/a = oc A 
tan В = b/a = cot A ссВ = c/b = sec A 
Estas relaciones asocian las funciones en pares-seno y ), tangente y cotan- 
еше; secante y comando de ОЕШ анаа par es la 


сојипсібп de la otra. Así, cualquier función de un ángulo agudo es igual a la corres- 
pondiente cofunción de un ángulo complementario. 
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2 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE 30°, 45° y 60°. En los problemas 8-9 se obtienen 
los resultados siguientes: 


seno | cos 6 | tanê | cots | seco | oco 


* +з | 43? 











45° ол fon | 10 10 




















PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de los ángulos agudos del triángulo rectángulo 
ABC, dados = 24 у с = 25. 


Puesto que at = c — bt = (25)t — (24# = 49, а = 7. Entonces 





_ lete opuesto _7  Sátelo adyacente _ 24 
sen 4A = —Тыродерша "38 7^ reto opuesto 7 T 
сов А Sitio adyacente _ 24 „ hipotenusa _ _ 25 
A = ipoenum 725 СА = cateto adyacente ^ 34 
cateto opuesto _ 7 hipotenum _ _ 25 
tan A "uae adyacente ^26 04 = -cateto opuesto 7 Т 
sen B = 24/25 cot B = 7/24 

cos B = 7/25 sec В = 25/7 


tanB = 24/7 csc В = 25/24 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO a 


2. Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de los ángulos 


“agudos del triángulo rectángulo ABC, dados а = 2,0 = 25. B 
Puesto que b! = е — а = (2/8 — (22 = 20 -4 = 16, af 
b= 4. Entonces s 2 
sen A = 2/25 = 5/5 = cB cot A = 4/2 = 2 = tan B 2 — lc 
cos A = 4/25 = 245/5 = sen B sc A = 25/4 = уБ/2 = cse B 
tanA = 2/4 = 1/2 = cot B esc A = 2/5/2.= V5 = sec B 
3. Encontrar los valores de las funciones trigonométricas del ángu- B 


lo agudo A, dado sen A = 3/7. 





Constrúyase un triángulo rectángulo ABC, tal que a = 3, 9 
e= Tyb= TE = 24/10. Entonces е2 
sen A = 3/7 cot A = 20/3 4 э © 

cos A = 210/7 sec A = 7/2 T0 = 7 10/20 


tanA = 3/2110 =3y/10/20 esc A = 7/3 


4. Encontrar los valores de las funciones trigonométricas del ángulo agudo B, dada tan B = 1,5. 
Constráyase un triángulo rectángulo ABC (véase la. Fig. (3) tal que b ~ 15 y a = 10 unidades. 
(Obsérvese que 1,5 = 3/2 con lo que podríamos utilizar un triángulo donde b = 3, a = 2). 


Entonces é= Va FE = VIO FTS = 5/13 y 











sen B - 15/513 - 3/13/13 гав = 2/3 
cos В = 10/5/13 = 2413/13 sec B = 54/13/10 = yT3/2 
tanB = 15/10 = 3/2 5473/15 = V/TS/3. 

B B B 
$ ^ 
* 224. 3 
4 E с же Мрт 
Риа) Prob. 4 Fig.) Prob. 5 Fig Prob. 6 


5.81 A es agudo y sen А = 2x/9, determínense los valores de las otras funciones. 
Constráyase un triángulo rectángulo ABC tal que a = 2e < 3 y є = 3, como en la Fig. (0). 
Entonces ò = vé == VOT y 





6. Si A es agudo y tan А = ж = 5/1, determinenso Jon valores delas tras funciones. 


Constráyase un triángulo rectángulo АВО tal que а = x y è = 1, como en la Fig. (©). 
Entonces, € = VFT y E эме 


МЕТ. 








2 


1. 81 А es un ángulo agudo: 


10. 


n. 


az 
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a) 
à) 
9 


En todo triángulo rectángulo ABC: 


а) El lado a < el lado e; por tanto, sen A = а, 
5) Sen 4 


¿Por qué sen А «19 
¿Cuándo sen А = cos A? 
¿Por qué sen A < esc A? 


d) ¿Por qué sen A < tan A? 
©) ¿Cuándo sen A < cos A? 
f) ¿Cuándo tan A > 1? 





<1 
= cos А cuando а/с = b/e; entonces a = b, A = ВуА = 45. 

€) Sen A < 1 (según a) y cac A = 1/епА > 1. 

d) Sen A = а/с, tan А = a/b, y b < c; por tanto a/e <ajb osen A < tan A. 
€) Sen А < cos A cuando а <b; entonces A < Во A-« 90° — A, ¥ А < 45°. 
f) Tan A = a/b > 1 cuando a >b; entonces, A >B y A > 48. 








Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de 45°. - 2 
En todo triángulo rectángulo isósceles ABC, A = B = 4S ya mh | 
Sena =ò = 1; entonces c = yT FT = МТу "= %, 
sen 45° = 1/ VE iT cotas =1 € Zn 
сов 45° = IVE - 3T sec 45° = VT 
tands? = 1/1 1 ee e VE a ا‎ 


Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de 30° y 60°. 

En todo triángulo equilátero ABD, cada ángulo mide 60”. La bisec- 
triz de un ángulo cualquiera, (por ejemplo, de B) es la mediatriz del lado. 
opuesto. Supóngase que la longitud de los lados del triángulo equilátero 
е» de dos unidades. Entonces en el triángulo rectángulo ABC, АВ = 2, 
AC = hy BC = VF - 1 = Vi. 





sen 30° = 1/2 = cos 60” cot 30° = VI = tan 60° 4 
сон 30° = V//2 = sento" sec 30° = 2/ VT = 25/2 = eie 60%. 
tan 30° = БМИ 80 cot 60* све 30° = 2 = see 60°, $ 





¿Cuál en In longitud de la sombra proyectada por un edificio de 150 m de altura cuando el Sol se ha eleva- 
do 20° sobre el horizonte? 


Enla Fig. (d); A = 20° у CB = 150. Entonces cot A = AC/CBy AC = CB. B 
соб А = 150 cot 20° = 150(2,7) = 405 m. E < 
вй? ч 
в — 
100 
СР 
A T > 
A с ^ 1%” с AT : 
Fig.(d) Prob. 10 ме) Prob. 11 Fig.(7) Prob. 12 


Un edificio de 100 m de altura proyecta una sombra de 120 m de longitud. Encontrar el ángulo de ele- 
vación del Sol. 


En la Fig. (e), СВ = 100 y AC = 120. Entonces tan A = CB/AC = 100/120 =0,83 y A = 40°. 


Una escalera de mano está apoyada contra la pared de un edificio, de modo que del pie de la escalera 
al edificio hay doce unidades. ¿A qué altura del suelo se encuentra el extremo superior de la escalera, y 
cuál ез la longitud de la misma, si forma un ángulo de 70* con el suelo? 

Según la Fig. (/), tan A = CB/AC; entonces CB = AC tan А =12 tan 70" = 12/7) = 32,4. 
El extremo superior de la escalera está а 32 unidades del suelo. 

Sec A = AB/AC; entonces AB = AC вес А = 12 sec 70° = 1229) = 34,8. 


La longitud de la escalera es de 35 unidades. 
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13, Desde lo alto de un faro, cuya altura sobre el nivel del mar.esde-120 pies, el ángulo de depresión de 
una embarcación es de 15%. ¿A qué distancia del faro está la embarcación? 


¿En el triángulo ABC de la Fig. (g), A = 159 y CB = 120; entonces cot A ~ AC/CB y AC = CB 
cot А = 120 cot 15° = 120(3,7) = 444 pies. 


nt B, 
Saulo de 
depresión „|, 739 
1207 
c А 


Fig.) Prob. 13 Fig.) Prob. 14 








Encontrar la longitud de la cuerda subtendida por un ángulo central de 150° en una circunferencia de. 
20 ст de radio, 


En la Fig. (h), OC es bisectriz del ZAOB, Entonces BC = AC y OAC 
En ADAC, зеп ZCOA = AC/OA y AC = OA sen 2СОА = 20 sen 75 


Por tanto BA = 38,8 y la longitud de la cuerda es de 39 em. 








un triángulo rectángulo, 
2000,97) = 194. 


^ Encontrar la altura de un árbol «i el ángulo de elevación de su extremo superior crece desde 20° hasta 
40° cuando un observador avanza 75m hacia el pie del árbol. Véase la Fig. (i). 


En el triángulo rectángulo ABC, cot А = AC/CB; entonces AC = CB got А о DC + 15 = СВ 
cot 20°, 






En el triángulo rectángulo DBC, cot = DC/CB; entonces DC = СР eot до: 
эз 3) 
Por consiguiente: DC = CB cot 20* — 75 = CB cot 40°, | CBicol 20" — cot 40°) = 75, 
CBI2,7—1:2) = 78, y СВ =76/15 - 60m. 
4 tp uf De 
E мз uw в [i 





с 4 





3c Figli) Probas FORCE Fiet) Prob. 16 


[3 меа 
16. Una torre está situada еп un terreno llano directamente al norte del punto A y al oeste de un punto В. 
La distancia entre los puntos А y В es de с metros. Si los ángulos de elevación del extremo superior. 
de la torre medidos desde A y В, son з y $ respectivamente, encontrar la altura А de la torre. 
En el triángulo rectángulo ACD de la Fig: (J) cot ж = АСУ; y еп el triángulo rectángulo ВСР, 
соё = BC/A. Entonces, AC = h cota y ВО e А cot $ De tm 


Como ABC es un triángulo rectángulo, (AC)* + (ВС) «et = M(cot ay + M(cot $) y 
= 





ba 
Ler 
نس‎ à 
17. Sobre una circunferencia se abren agujeros separados entre sí por arcos iguales. Demostrar que la dis- 
tancia d, entre los centros de dos agujeros suc «viene dada por d = 2r sen 180° /n, donde г = radio 


de la circunferencia y n = número de agujeros. dewandor = 20стул = 





CX. ° GHEY + DC 
L4 
Ed, в 
کے‎ L E grûb x ад 


18. 


19. 


з. 


|. Dos caminos rectos que se cortan, forman un ángulo de 


j. Una escalera de mano, cu; 
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Sean A y B los centros de dos agujeros consecutivos en una " 

circunferencia de radio r y centro O. Trácese la bisectriz del ángulo 

O del triángulo АОВ, y sea C el punto de intersección de la bisec- 

triz con la cuerda AB. En el triángulo rectángulo АОС. 
sen ZAOC = AC/r «A /r = dl. 

Entonces 4 = 2r sen /АОС = 2r send AOB - 


180° 
= 2r e/a) = 2 








Cuando r = 20 y n = 4, d = 2-20 sen 45 = 1-20 Em 20 VT em- 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de los ángulos agudos del triángulo rectángulo 
ABC, dados а) а = 3, ò - 1; b) amen 55 c) b= YT, с = 4. 
Resp. а) A: 3/ VTO, 1/ VTO, 3, 1/9, VIO, 10/3; B:1/V10, 3/ УТО, 1/3, 3, у10/з, VIO 

b) A: 2/6, VIL/S, 2/ V21, Y21/2, SIV, 5/2: В: V21/5,2/5, V21/2, 2/ VI, 6/2, 5/1 





e) A: 3/4, УТА, 3/7, VTS. AINT, 4/9; В: VT/4, 3/4, VT/3, 3/47, 4/9, 4/V7 
Cuál es el mayor y por qué: a) ¿sen 559 6 cos 55°? €) ¿tan 15° о соб? 
b) iren 40° o cos 40°? 4) isec 55° 0 сво 55°? 


Sugerencia: Considérese un triángulo rectángulo tal que uno de sos ángulos agudos sea igual al ángulo 
dado: Resp. а) sen 55°, b) cos 40*, c) cot 15°, d) sec 55° 


J. Encontrar el valor de cada una de las siguientes expresiones: 


а) sen 30* + tan 45° nm 
D) eot 45° + cos 00° TF tan бб tan 30 

9) sen 30° cos 60° + соя 30° sen 60° cue 30° + сю 60° + ese 90° 
4) cos 30° сов 60° — sen 30° sen 60* D. eec 07 nec 307 ес 
Rep. а) 3/2, 9 3/2, e 1, фо, € VE D 1 








Un hombre recorre 500 m a lo largo de un camino que tiene una inclinación de 20* respecto a la hori- 
zontal. ¿Qué altura alcanza respecto al punto de partida? Resp. 170 m 


Un árbol quebrado por el viento, forma un triángulo rectángulo con el suelo. ¿Cuál era la altura del árbol, 
si la parte que ha caído hacia el suelo forma con éste un ángulo de 50°, y si la parte del tronco que ha 
quedado en pie tiene una altura de 20m? Resp. 56 m 








En uno de los caminos y а 1000 m del eru- 
се, hay uns estación de gasolina. Encontrar la menor distancia desde la estación hasta el otro camino. 
Resp, 970 m 


|. La distancia entre 2 edificios de tejado plano es de 60 m. Desde la azotea del menor de los edificios, cuya 


altura es de 40 m se observa la azotea del otro con un ángulo de elevación de 40%. ¿Cuál os la altura 
del edificio más alto? Resp. 90 m. ý 

está en la calle, forma un ángulo de 30* con el suelo cuando su extremo 
superior se apoya en un edificio situado en uno de los lados de la calle, y forma un ángulo de 40° cuando 
же apoya en un edificio situado en el otro lado de lacalle. Si la longitud de la escalera es de 50 m, ¿cuál 
es el ancho de la calle? _ Rep. 82 m 





|. Encontrar el perímetro de un triángulo isóeceles cuya base mide 40 cm si los ángulos de 1а base miden 70°. 


Resp. 156 cm. 

















CAPITULO 4 


Tablas de funciones trigonométricas 
RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS 


LOS VALORES APROXIMADOS DE LAS FUNCIONES de los ángulos agudos se en- 
cuentran en las tablas de las funciones. icas naturales. Estas tablas, tal 
como aparecen en los distintos textos, se diferencian en varios aspectos. Unas ofrecen 
los valores de las seis funciones, otras se limitan a las funciones seno, coseno, tangente 
y cotangente; en algunas aparecen los valores con sólo cuatro cifras, mientras que en 
otras los valores se extienden hasta la cuarta cifra decimal. En este libro se utilizará 
este último tipo de tablas. (Cuando las tablas no incluyen los valores de la secante 
y de la cosecante, debe evitarse toda referencia a estas funciones.) 


TABLA DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS CON CUATRO 
CIFRAS DECIMALES 


¡CUANDO EL ANGULO ES MENOR DE 45*, se busca el ángulo en la columna izquierda 
de la tabla, y la función en el primer renglón superior de la página, Cuando el ángulo 
ев mayor de 45°, se busca el ángulo en la columna derecha de la tabla, y la función en el 
último renglón inferior de la página. 


ENCONTRAR EL VALOR DE UNA FUNCION TRIGONOMETRICA de un ángulo 
|. agudo dado. Si el ángulo contiene únicamente un número exacto de grados, o si contie- 
ne, además, un número de minutos múltiplo de 10”, el valor de la función se lee directa- 
mente en la tabla. 


EJEMPLO 1. 








Encontrar sen 24°40". 


Enfrente de 24*40* (<45*), que aparece en la columna izquierda, 
se lee 0,4173 en la columna encabezada por seno en la parte su. 
perior de la página. 
EJEMPLO 2. Encontrar cos 72°, 
Enfrente de 72° (545°), que aparece en là columna derecha, se 
lee 0,3090 en la columna señalada por coseno al pie de la página. 
EJEMPLO 3. a) tan 55°20’ = 1,4460. Búsquese hacia arriba porque 55°20' > 45°. 
b) cot 41%50' = 1,1171. Búsquese hacia abajo porque 41°50’ <45°. 
Si el número de minutos del ángulo dado no es múltiplo de 10, como sucede en 
24°43', se hacé necesaria una interpolación entre los valores de las funciones de los 
dos ángulos próximos al ángulo dado (24°40” y 24°50/) mediante el método de partes 
proporcionales. 
EJEMPLO 4. Encontrar sen 24*43', 
Se obtiene sen 24°40' = 0.4173 
sen 24°50" = 0,4200. 
Diferencia en 10' = 0,0027 = diferencia tabular 
Corrección = diferencia de 3' = 0,3(0,0027) = 0,00081 o 0,0008 
cuando se redondea en la cuarta cifra decimal. 
Como el ángulo crece, el seno del ángulo crece; así, 
sen 24°43’ = 0,4173 + 0,0008 = 0,4181. 
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se dispone de una tabla con cinco cifras decimales, se puede leer 
directamente en ella el valor.0,41813 y redondearlo en 0,4181. 
EJEMPLO 5. Encontrar cos 64728. 
Se obtiene cos 64920" = 0,4331 
Sa 
Diferencia tabular = 


A 
Gemi - саол) ^ = 000186 o 0,0016 con cuatro cifras 


Como el peer. crece, MÀ Por tanto, 
cos 64°26" — 0,0016 = 0,4315. 


de la siguiente manera: 
la coma decimal y considérese 












Para ahorrar tiempo, en el 


а) Localícese sen 2440’ = 0,4118. 
únicamente el número 4173, _ 


b) Búsquese (mentalmente) la diferencia tabular 27, es decir, la diferencia entre el 
número 4173, correspondiente а 24°40" y el número 4200 correspondiente a 24°50’. 
e) Caleálese 0,3(27) = 8,1 y redondéese en el entero más próximo. Esta es la corrección. 
d) Añádase (puesto que se trata de un seno) la corrección a 4173, Así se obtiene el 
número 4181. Entonces, sen 24°43' = 0,4181, 
Cuando, como ocurre en el ejemplo anterior, la interpolación se efectúa del ángulo 


menor hacia el mayor : 1) Se añade la corrección para encontrar el seno, la tangente 
y la secante. 2) Se resta la corrección para encontrar el coseno, la cotangente y la co- 


secante. 
(Véase también el problema 1.) 


ENCONTRAR EL ANGULO CUANDO SE CONOCE UNA DE SUS FUNCIONES. El 
proceso es el inverso del que se expuso anteriormente, 


EJEMPLO 6. Dela lectura directamente de la tabla se obtiene 0,2924 = sen 17°, 
2,7725 = tan 107107. 


EJEMPLO 7. Encontrar A, dado sen A = 0,4234. 
El valor dado по aparece en la tabla. Sin embargo se tiene que 
04226 = sen 25° 0' 0,4226 = sen 25%" 
0,4253 = sen25*10' 0,4234 = sen A 






Diferencia tabular = 00027 0,0008 = diferencia: parcial 
Corrección = 00008 (9^) = уу 10') = 3', aproximada al minuto más cer- 
cano. 


Cuando se suma la corrección (ya que es un seno), se obtiene 
DO + 3' = 25/8! = A. 


EJEMPLO 8. Encontrar А, dada cot А = 0,6345. 


Зе encuentra 0,6330 = cot 57°40* 0,6330 = cot 57°40" 
0,6371 = cot 57°30 — 0,6345 = cot A 
Diferencia tabular = 0,0041 0,0015 = diferencia parcial 
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ión = 00015 ү, 
Corrección = бушу 107) 


Cuando se sustrae la corrección (уа que es una cotangente), se obtiene 
5740" — 4^ = 5°36 = A. 
Para ahorrar tiempo, en el ejemplo 7 se puede proceder de la siguiente manera: 


а) Localícese el valor más cercano, 0,4226 = sen 9570. Omítase la coma decimal у 
considérese únicamente el número 4226. 


b) Básquese la diferencia tabular, 27. 


с) Búsquese la diferencia parcial, 8, entre 4226 y el múmero 4234 correspondiente al 
valor dado. 


d) Calcúlese 2 (10*) = 3' y sámese a 25%". 





22107 = 47, aproximada al minuto más cercano. 


YT 


(Véase el problema 3.) 


ERRORES EN LOS RESULTADOS CALCULADOS provienen de: 

а) Errores en los datos, Estos errores están siempre presentes en los datos que pro- 
vienen de mediciones, 

5) El uso de las tablas de las funciones trigonométricas naturales, Los valores que 
aparecen en las tablas son generalmente aproximaciones de expresiones decimales 
infinitas. 

Cuando en la medición se registran 35 m, se está indicando que el resultado es 
correcto en lo que se refiere al metro más cercano, es decir, que la verdadera longitud 
está comprendida entre 34,5 y 35,5 metros. Del mismo modo, al registrarse una longi- 
tud do 35,0 metros, se indica que la verdadera longitud está comprendida entre 34,95 
у 35,05 metros; una anotación correspondiente a 35,8 metros significa que la verdadera 
longitud está entre 35,75, y 35,85 metros; una anotación de 35,80 metros significa que 
la verdadera longitud está entre 35,795 y 35,805 metros, y así sucesivamente, 


SIGNIFICATIVAS. En el múmero 35 hay dos cifras significativas, 3 y 5, También 
hay dos cifras significativas en 3,5, 0,35, 0,035, 0,0035 pero no en 35,0, 3,50, 0,350, 
0,0350. En los números 35,0, 3,50, 0,350, 0,0350 hay tres cifras significativas, 3, 5 y 0. 
Este es otro modo de decir que 35 y no expresan la misma medición, 

Es imposible determinar las cifras significativas en mediciones registradas como 
350, 3500, 35000, Por ejemplo, 350 puede significar que el verdadero resultado 
está entre 345 у 355, o entre 349,5 y 350,5. 


CTITUD EN LOS RESULTADOS CALCULADOS. Un resultado no debe tener más 

cifras decimales que las que tiene el menos exacto de los datos obtenidos en una me- 

dición. Es importante tener en cuenta aquí las siguientes relaciones entre el grado de 

exactitud de las longitudes y los ángulos: <= 

a), Distancias expresadas con dos cifras significativas y ángulos expresados con aproxi- 
mación al grado más cercano. 

b) Distancias expresadas con 3 cifras significativas y. ángulos expresados con aproxi- 
mación al múltiplo más cercano de 10". 5 

e) Distancias expresadas соп 4 cifras significativas y ángulos expresados con aproxi- 
mación de 17. 

d) Distancias expresadas con 5 cifras significativas y ángulos expresados con aproxi- 
mación de 0,1'. 
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PROBLEMAS RESUELTOS 


1. a) sen 58°34" = 0,8345; 8339 + 0,4(16) = 8339 +8 
b) cos 1948" 9417 — 0,5010) = 9417 —8 
e) tan 712° 43897 + 0,2897) = 49897 + 
4) cot 40°36 11708 — 0.5168) = i108 41 f 
e) же iri - 10000; 0018 + 0,114) = оаа 
f) cx 60'4/ = 1,1639; 11547 — 0409) = 11547 & 1 _ 


2. Sila corrección en 65,195, 1, ete., se debe redondear al resultado Bal de modo que termine en cifra par. 


moam; 4772 +07025) ATF RÎ 0 1. 
4487 — 0,3135) = 4487 10 
8158 — 0,5(17) = 8158 = 8,6 
> 12070; 12960 + 0,5031) = 12900 4158 > 


э: aj xm A 08826, A = 407 ; ато + р 00) Б СТЯ 















b) cos A 0,5007, А = Ba: 5209012 j (107) = 53°30 “+ 
©) tana = 0,9470, А = 437267: GF gg (107) = 499207 n 





d) emt А = 17880, А = 29798,2940! — qi 10^) ae! -i2 Ц 
P) sec A 20108, A = 610287 615207. HO (107) = 6002048 





[Yen A= 18651, A. 39*43/,39 507-35 0107) = 990  - 1^ c 1 


4. Resolver el triángulo rectángulo en el cual А = 35710 ye = 725. 0 Е 
Solución в = 90° — 357107 = 54°50". 

fë E вА, a = e sen A = 72,500,5760) = 41,8: 

bje = cos A, b= con A 72,50,8175) = 50,8 

Comprobación: a/b = tan A, га = b tan A = 59,30,7048) = 41,8. 


б. Resolver el triángulo rectángulo en el cual a = 24,36, A = 58°59- 
Solución Ho» —58°%3' = 3107". 

la = cot A, B = a cot A = 21260,6086) = 14,70. 

a еє A = 24,96(1,1681) = 28,45, o. 

аа A = 24,36 /0,8562 = 28,45. 

Comprobación: b/e = cos A, — b = c cos А = 28,4510,5168) = 14,70. 





cja = сс А. с 





emma. е 





6. Resolver el triángulo rectángulo ABC, donde а = 43,9, b_ = 24,3. 
439 


Solución: tan A = 1,8066; A = 6I*2', В = 90* — А = 2888. 





439 
a сю А = 43,9(1,1430) = 50,2, o, 
sen А = 49,9/0,8749 = 50,2. 


cja = се A. 





aje=snaA, с 





Comprobación: c/b = sec A, ме А = 24.3120649) = 802, o 0 
ble =совА, с Бов А = 243/003 50.2 | 


MEN 
7. Resolver el triángulo rectángulo ABC, donde b = 15,25, е = 8288. 


: کے‎ > ^ A-w*-B- emn. 
Solución: sen B = jog = 01000; B= 2749", A= 90% OB = ет 
a/b = eot B, a=b cot B =15,25(1,8953) = 28,90. 


Comprobación: a/e = cor В, а = c cos B = 32,68/0,8844) = 28,90. 15,25 
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“8: La base de un triángulo inaceles mide 20.4, y los Ángulos de la base 5 
(miden 48*40^. Encontrar los lados iguales y la altura del triángulo. 

En la figura; BD es perpendicular a la base AC y la Бакса. 
En el triángulo rectángulo ABD, 


ABJAD «sec A, AF = 10215141) = 184. А e 
AD/AB = cos A, — AB = 10,2/08004 = 154. 103 D 102 
DB/AD = nA, DB =10,2(1,1969) = 116. 


9. Considérese la Tierra como una esfera de 3960 millas 
“al paralelo cuya latitud es de 40°. Véase la Fig. (a). 


En el triángulo rectángulo OCB, ZOBC ~ 40° y ОВ = 3960. 
Entonces cos. ZOBC = CB/OB y ғ = СВ = 3960 cos 40° = 3980(0.1650) = 3030 millas 


в в 
ES 
SN 
C ns A 


Fig.(a) Prob. 9 Fig.(b) Prob. 10 Fig.(e) Prob. 11 


de radio. Encontrar el radio r correspondiente 









Encontrar el perímetro de un octógono regular inscrito en una circunferencia de 150 cm de radio. 


En la figura (6), өе han unido con el vértice O de la circunferencia dos vértices consecutivos, А y B, 
| del octógono. El triángulo OAB ев isóaceles. Los lados iguales miden 150 y ZAOB = 300*/8 = 45°. 


Сото өп el problema 8, se biseca ZAOB para formar el triángulo rectángulo MOB. 


Entonces MB = OB sen ¿MOB = 150 sen 22°30’ = 15010,3827) = 57,4, y el perímetro del octó- 
"ono 16 МВ = 16(57А) = 918 cm. 





Jocaliza un punto В en la orilla opuesta, Después, gira un ángulo de 90° y determina una distancia 
СА = 225 т. Por último, sitúa el tránsito en A y comprueba que ¿CAB mide 48°20". Encontrar 
el ancho del río. 

Véase la Pig.(c). En el triángulo rectángulo АСВ, 


CB = AC tan ¿CAB = 225 tan 48°20° = 2211231) = 283 m. 


La recta AD de la figura adjunta 
atraviesa un pantano. Para localizar 
un punto de esta recta, al otro lado. 
del pantano, un topógrafo se sitúa 
en el punto A, gira un ángulo de 
51°16’ y determina una distancia de 
1585 m hasta un punto C. Por diti- 
mo, conl tránsito en C, gira unn- 
gulo de 90? para determinar la recta 
CB. Si el punto В está situado en la 
recta AD, ¿qué distancia ha de reco- 
Frer el topógrafo para ir desde С 
hasta В? 
CB = AC tan 51*16* 
= 1085(1,2467) = 1976 ш. 
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13. En la cima de una colina hay un asta de bandera. Desde un punto А, en el terreno llano, los ángulos 
de elevación del extremo D y del pie B del asta miden, respectivamente, 47°54' y 39°45. Encontrar 
la altura de la colina si el asta mide 115,5 dm. Véase la Fig. (d)- 


Sea С el punto donde la recta horizontal que pasa por А corta а la recta vertical que atraviesa 
el asta. 


En el triángulo rectángulo ACD, AC = 
En el triángulo rectángulo ACB, AC =. 
Entonces (115,5 + ВС)(0,9036) = 


И (115,5 + BC) (0,9036). 
= ВСп 2024). 
с 







Ezg 
Fig.(d) Prob, 13 Fig.(6) Prob. 14 


14. Desde lo alto de un faro, а 175 pies sobre el nivel del mar, el ángulo de depresión de un barco situado 
directamente al sur, es 18°50’. Dos minutos más tarde el ángulo de depresión es 14°20', Calcular la 
Velocidad del barco si se observa que navega directamente hacia el oeste, _ 


En ia Fig. (e), AD esel faro, C es el punto situado directamente al sur del faro donde se encontra- 
ba el barco cuando fue observado la primera vez, у В es la posición del barco dos minutos más tard 


En el triángulo rectángulo CAD, AC = AD cot ZACD = 178 eot 18980! = 11529019) = 513. 
En el triángulo rectángulo BAD, АВ = AD cot ZABD = 175 cot 14*20/ = 175(8,9130) = 

En el triángulo ABC, ВС = (TAB — ТАСУ ~ y 168877 — (S187 = 454. 

El barco recorre 454 pies en 2 minutos; su velocidad es 227 ples/min. 














PROBLEMAS PROPUESTOS 





15. Encontrar las funciones trigonométricas de cada uno de los ángulos siguientes: 
a) 18°47’, 8) 32137, c) 88924", d) 79°45". Y = 
Resp. seno coseno tangente cotangente secante cosecante 
а) 18477 0,3220 0,9468 — 0,3401 2,9403 10663 — 3057 
b) а29137 05331 0,8460 0,6301 15869 13823 1,8757 
ә SE бат 05040 16255 0,8152 19084 11741 
4) T$ 09840 01780 55904 — 01808 $6201. 01,0162 
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"Encontrar el ángulo (agudo) A, dado: 





sen A = 0,5741 Resp. A — 35* 27 el cos A — 09882. Resp. A 
жеп А = 0,9468 A = 13 f) cos A = 0,6200 A 

А = 20°33" к) cos A = 0,7120 A 

А = 627527 А) cos A = 04651 А 

А - istis" m) cot A = 02515 A 

А = 49722, п) cot A = 29715 А 

А = 27928" 9) cotA = 0,7148 A 

А = 107127 P) cotA e 1,7040. А 

q) $e A - 11161 A 2622 u) csc A = 3,6882 A 
T) sec A = 1,4382 A = 45577 v) ex A = LOST. А 
a) sec А = 1,2618 A = 3T35^ 10) esc А = 1,7631 А 
UE) sec A = 21584 A =вги' x) сю А = 1,3496 А 


Resolver cada uno de los triángulos ABC, dados: 









5) A = 35°20", e= 112 Resp. В = 54°40, ь 
B) в = 48°40, с-з A таг D 
€) A = 2818", e = 9464 B = 0t2, b = aisa 
DAR, e = 182,5 b = 1480 
€ A= amon e= 142 
f) A = Beto’, e = 142 
D в oe с-н 
№ A = 9626 e 1227 
DA 29748 e = 528,0 
J) a 254, ec ass 





& a = 456, B = 61947. 








4) а = 3864, B 2515987, е = 6221 
m)a - 506,2, В = 59° 4, bm BAT 
n) b 0729, B -4#16', о = 5794 





Encontrar la base y la altura de un triángulo isdeceles cuyo ángulo del vértice mide 65° y cuyos Indos 
_ iguales miden 415ст. — Resp. Base = 446cm, altura 350 cm 


| Un triángulo isóeceles tiene una base de 15,90 cm, y los ángulos de su base miden 54*28”. Encontrar 
los lados iguales y la altura. — Resp. Lado = 13,88 em, altura = 11,13 cm 


El radio de una circunferencia mide 21,4 m. Encontrar а) la longitud de la cuerda subtendida por 
Jun Ángulo central de 110°40 y 6) la distancia entre dos cuerdas paralelas, situadas a un mismo lado 
del centro, sí están subtendídas por ángulos centrales de 11840" y 220. 

Resp. а) 35,2 m, b) 8,29m 





(Demostrar que si, en un triángulo isósceles, b es la base del triángulo, а es la medida de los lados iguales 
Уе es el ángulo del vértice, entonces b = 2ш senfa: ЖЗ dac 






Demostrar que el perímetro P de un poligono regular de n lados inscritos en una circunferencia do 

radio 7 viene dado por P = 2ar sen (1001/8), vu 
TUM 

Una rueda de 5 dm de diámetro, asciende por un plano cuya inclinación, respecto a'la horizontal, es 

de 18720". ¿A qué altura, respecto a a base del el centro de la rueda cuando 

ésta ha recorrido 5 dm а lo largo del plano? 


La distancia entre una pared de 15 pies de altura y una casa es de 10 pies. ¿Cuál ha de ser la menor lon- 
gitud de una escalera de mano que permita llegar al extremo superior dela pared y а una ventana de 





da casa situada a 20,5 pies de altura? Resp. 42,5 pies 


LA ORIENTACION DE UN PUNTO B 
zontal, se define, generalmente, с‹ 
norte-sur que pasa por А y la 






Orientación: N 35% E 


por el vector AB de la Fig. 5-С. 
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EJEMPLO 2. Un bote de motor que en aguas tranquilas navega a razón de 12 
kilómetros /hora, se dirige directamente a través де шп río de una orilla a otra. La 
velocidad de las aguas del río es de 4 kilómetros /hora. En la Fig. 5-D, el vector CD. 
representa la velocidad del río y el vector AB representa, еп la misma escala, la ve- 
locidad del bote en aguas tranquilas. Así, la longitud del vector AB es tres veces la del 





vector CD. 27 
Ez 
yo 
NETA 
T 
em 
Н 
Fig. 5-0. Fig. 5E 


EJEMPLO 3. En la Fig. 5-Е, el vector АВ representa una fuerza de 20 kg que 
forma un ángulo de 35° con el sentido ivo del eje de las X, y el vector CD repre- 
senta una fuerza de 30 kg que forma un ángulo de 150* con el sentido positivo del 
eje de las X. Se ha utilizado la misma escala para ambos vectores. 


Dos vectores son iguales si tienen la misma magnitud, la misma dirección y el 
mismo sentido, Un vector no tiene- uña posición fija en un plano; puede moverse en 
6l, siempre que conserve su magnitud, dirección y sentido. 





ADICION DE VECTORES. La resultante o vector suma de varios vectores, situados todos 
en un mismo plano, es el vector del plano que produce el mismo efecto que el produ- 
cido por todos los vectores originales cuando actúan conjuntamente, 





Si dos vectores a y $ son paralelos y del mismo sentido, su resultante es un vector R 
cuya magnitud es igual a la suma de las magnitudes de los dos vectores y cuyo sentido 
es el de los vectores dados, Véase la Fig. 5-Е (a). 


В дов vectores paralelos tienen sentidos opuestos, su resultante es шп vector R 
cuya magnitud es la diferencia (magnitud del mayor — magnitud del menor) de las 
magnitudes de los dos vectores y cuyo sentido és el del vector de mayor magnitud. 
Véase la Fig. 5-Е (b). 


e piani E 

> 195 و اة‎ 
а «or 
to) Fig SF w 


En todos los otros casos, la magnitud, la € 
se obtienen mediante cualquiera de los dos métod 


1) METODO DEL PARALELOGRAMO. Coléquense los orígenes de ambos vec- 
tores en un punto cualquiera O de su plano y complétese el paralelogramo que tiene 
a estos vectores por lados adyacentes. La diagonal dirigida cuyo origen es O es la 
resultante o vector suma de los vectores dados. Así, en la Fig. 5-G (b), el vector R 
es la resultante de los vectores а y § de la Fig. 5-G (a). 


el sentido de la resultante 
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2) METODO DEL TRIANGULO. Escójase uno de los. i | 
origen рог О. Colóquese el otro vector en el extremo del р T 
entonces, el segmento de recta dirigido que completa el trián 
es O. Así, en la Fig. 5-G (c) y Fig. 5-G (d), R es la resultante 


90* — 0 = 71°30" con la orilla del 
Según las Fig. 5-H (a) о 5-H (b), tan. û = 4/12 = 0 


LA COMPONENTE DE UN VECTOR « sobre una recta L es 
del vector a sobre L. Con frecuencia es útil la descom- | 
posición de un vector en dos componentes a lo largo 
de un par de rectas perpendiculares. 


(B) y (c) las componentes de R son 1) 4 kilómetros, 
en el sentido de la corriente y 2) 12 
un sentido perpendicular a la corriente. 

EJEMPLO 6. En la Fig.5-1, la fuerza F ti 
componente horizontal Р, = F сов 30° y por | 
mente vertical F, = F sen 30°. Obsérvese que Р ез el _ | 
vector suma o resultante de F, y F,- ] | 


NAVEGACION AEREA. La orientación de un seroplano es | пайа por 
"апа lectura de la brújula) en la que está enfilado el е 
a partir del norte, en el mismo sentido que el del movim las ag 1 | 





MES s 
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La rapidez respecto al aire (determinada por ‘una lectura del indicador de velo- 
cidad cis АКИ apud de IE РЕОН en аке tranquilo: 


La derrota (o'rumbo) de un aeroplano es la: dirección y sentido en que se mueve 
respecto a la Tierra, El rumbo se mide, a partir del norte, en el mismo sentido que el 
del movimiento de las agujas de un reloj. 


La rapidez respecto a la Tierra es la magnitud de la velocidad del aeroplano con 
relación a Ја Tierra. 


La dero (o дардо de desviación) e la diferencia. (positiva) entre la orientación 
y el rumbo. 


En la Fig. 5: ON es la recta que pasa por O y que señala el norte verdadero, 
£NOA es la orientación, 
== la rapidez respecto al aire, 
& la recta que pasa por А y que señala el norte verdadero, 
{МАО es la dirección del viento, medida a partir de la recta 
que señala el norte, 
AB = la rapidez del viento, 
£ NOB es el rumbo, 
OB = la rapidez respecto a la Tierra, 
£ АОВ es el ángulo de desviación. 








Obsérvese que hay tres vectores relacionados entre sí: ОА que representa la rapidez 
respecto al aire y la orientación, AB que representa la dirección, el sentido y la rapidez 
del viento y OB. que representa la repites гаас EJE MA y АШЫ El vector 
cuya magnitud es la rapidez respecto a la Tierra aa del vector correspon- 
деше cH rapides respecto al aie A e viento, 


EJEMPLO 7. La Fig. К йшїга el cso еп que un que un aeroplano vuela a 240 mi- 
Паз/ћога con una orientación de EE oo ri a 30 millas/hora. 


Para construir la figura, bio 


















correspondiente a la rapidez 
sentidos de las flechas) el vector 
, ciérrese el triángulo. Obsérvese, 
respecto a la Tierra no se ha trazado 
















1. Un bote de motor navega durante horas a razón de 20 millas, 
en dirección N 40° E. ¿Qué distancia hacia el norte y qué 
cia hacia el esto ha recorrido? 

| póngase que el bote sale de А: trácense la recta norte-sur que — 
| pasa por А y la semi-recta AD de modo que la orientación de D res- 
| pecto al punto A sea N 40° E. Localícese sobre AD un punto B tal — 
Que АВ = 3(20) = 60 millas. Desde B trácesela perpendicular ala 
recta NAS; sea C el pie de la perpendicular, En el triángulo rec- 
tángulo ABC, 
ХАС = AB cos A = 60 cos 40° = 00(0,7660) = 45,96 





y 
CH = АВ sen A = 60 sen 40* = 60(0,6428) = 38,57. 
El bote ha recorrido 46 millas hacia el norte y 39 millas hacia el este. Y 
2. Tres barcos están situados de tal manera que А se encuen- 
tra а 225 millas directamente al norte de C, y B a 375 
millas directamente al este de C. ¿Cuál es la orientación. 
a) de В respecto de А? b) de A respecto de B? 
En el triángulo rectángulo ABC, 
tan {САВ = 315/225 =1,0667 y CAB = 59%". 
в) La orientación de B respecto de A (ángulo SAB) es. 
ES ^ 
b) La orientación de A respecto de B (ángulo N'BA) es | 
N 590^ О. - 
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з. Tres barcos están situados de tal manera que A se encuentra a 225 millas 
al oeste de C, mienteaa que la orientación de B (situado directamente. 
al sur de C) respecto de А es $ 25°10“ E. а) ¿Cuál es la distancia entre 
В y A? b) ¿Cuál es la distancia entre B y С? с) ¿Cuál esla orientación 
de A respecto беВ?* 


Según la figura, SAB = 25°10’ y ZBAC - 64*50^. Entonces 
АВ = AC sec “ВАС = 225 мс 64°50’ = 225(2,3515) = 5091-0 

АВ = AC/cos ZBAC = 225/cos 61"50' = 225/04253 = 529,0 у 

СВ = AC tan ¿BAC = 225 tan 64°50 = 225(2,1283) = 478,9. 

в) Bsoencuentra а 529 millaade А. b) В seeneuentra a 479 millas de С. 





€) Como ¿CBA = 25°10", la orientación de A respecto de В es N 25°10' О. B 
4. Desde un barco que navega a 16,5 millas /hora hacia el N 

norte, se observan directamente hacia el este los restos 

de un naufragio K y una torre de observación T. Una l 


hora más tarde, la orientación del barco respecto a los. A 
restos del naufragio es S 34940" E y respecto a la torre N 
ЗО ”Е, Escontrarla distan ene lo reso el "e 
naufragio y la torre. E 
En la figura, C, К y T representan; respectivamen- 
te, el barco, los restos del naufragio y la torre cuando es- 
taban alineados: Una hors más tarde, el barco se en- 
cuenten en el punto A, 16,5 millas al norte de С. En el 
triángulo rectángulo АС) 
'K = 16,6 tan 34°40" = 16,5(0,6916). 
En el triángulo rectángulo ACT, 
CT = 16,5 tan 66°10’ = 16421609). 
Entonces KT = CT — CK =16,5(2,1609 — 0,6916) = 24,2 millas. 
5. Desde un barco que navega directamente hacia el este se observa una luz cuya orientación es N 62°10' E. 


Cuando el barco ha recorrido 2250 m, la orientación es №-48°25' E. 81 el barco mantiene el mismo derro- 
toro, ¿cuál será la menor distancia a que we encontrará la luz? 


En la Fig. (a), L es la posición de la luz, A esla primera posición del barco, В ex la segunda po- 
sición del bareo y C es la posición más próxima а L. 


En el triángulo: rectángulo ACL, АС = CL cot ¿CAL = CL cot 20°80" = 1,8040 CL. 
En el triángulo rectángulo BOL, BC = CL cot ёСВ1, = CL cot 4138^ « 1200 CL. 


5197] 





s 





Como AC = BC + 2250, 1.8040 CL - 1.1270 CL + 2060, y CL = зу iz" 2 





Figfla) Prob. 5 < Fi) Prob. в 
6: En él punto O de In Fig. 0), está situado un cuerpo sabe dl que actas den fuerzas: una de 150 kg hacia 
el norte y otra de 200 kg hacia el este. a dirección y el sentido de la resultante, 
En el triángulo rectángulo ОВО, ОС = DOF 3- (SOF = 250 kg. 
1 tan (200 = 0,1500 y ZBOC — 36°50”. 
La magnitud de la fuerza resultante es 250 kg y su orientación es N 53°10’ E. 
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7. Desde un aeroplano que vuela horizontalmente 
inicial de 2760 pies seg y de tal manera que su. 
del movimiento del aeroplano. Encontrar la 


La rapidez del aeroplano es 240 mi/hr = 







En la figura, el vector AB representa la 
locidad inicial de la bala y el vector AD rep 


Еп el triángulo rectángulo ACD, AD = 


сопа dirección del movimiento del aeroplano. 


8. Las aguas de un río corren hacia el sura 125. 

Не е loca d ln те 
еп que se mueve el bote. 5) ¿Cuál debe ser la orientación inicial. 
menie hacia al ena y cuál өк la rapidez resllant en sta cas! с 


в) Enel triángulo rectángulo ОАВ dela Fig: (a) ОВ = 
tan 6 = 125/478 = 
Entonces, el bote recorre 491 m/min en dirección 8 76%20' E. 


b) En el triángulo ОАВ de la Fig. (P), sent = 125/475 = 0,2632 y 0 
Entonces, la orientación inicial del bote ha de ser N74%40'E y su ra 
ов - s157 = TIEF = 458 m/min. 


9. Un poste de telégrafos se mantiene en posición vertical 
mediante un alambre tenso que forma un ángulo de 25° 
con el poste y que ejerce una tracción de Р = 300 kg sobre 
el extremo superior del mismo: Encontrar las componentes 
horizontal y vertical Fy y F, de la tracción Р. 


Fa = 300 sen 25° = 300104225) = 127 kg 
F, = 300 cos.25* = 300089063) ~ 272 kg 
10. Un hombre tira de una cuerda que está atada а un trineo con una 
ча ángulo de 27° соп el suelo. а) Encontrar la tracción efectiva 
del suelo y la tracción efectiva que tiende a levantar verticalmente, 


que i bomba dete ejercer para guta tracción afectiva que obliga; 
sea de 100 kg. z 
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| > P: D 
EE "LE | 
[27° 
7 
) (d 


т, F, = 100kg 
(€ › © 
a) En las Fig. (с) y (D); la tracción de 100 kg ejercida а lo largo de la cuerda, se ha descompuesto en 
sus componentes horizontal y vertical, Fa y F, respectivamente. Entonces, Р, esla fuerza que muevo 
el trineo a lo largo del suelo y Р. es la fuerza que tiende a levantarlo perpendicularmente. 
Fa. = 100 cos FTE = 1000910) = 89 kg, E = 100 sen 27° = 100004540) = 45 kg. 
®) En la Fig.(e), Р, =/100 kg es la componente horizontal de la fuerza buscada F. Entonces 
F = 100/сов 27" = 100/0,8910 = 112 kg. 
11, Un bloque, cuyo peso es W = 500 kg, descansa sobre una rampa que forma un ángulo de 29° con la hori- 
zontal. a) Encontrar la fuerza que tiende а deslizar el bloque a lo largo de la rampa. y la fuerza que 


al bloque ejerce contra la rampa. 3) ¿Cuál es la menor fuerza que debe aplicarse para impedir que ol 

bloque ne deslice a lo largo de la rampa? Despréciese la fricción. 

в) Considérese la Fig. (f). Descompóngase el peso W del bloque en dos componentes Р, y Fs, que 
sean, respectivamente, paralela y perpendicular a la rampa. Р, es la fuerza que tiende a deslizar el 
bloque а lo largo de la rampa y Ё es la fuerza que el bloque ejerce contra la rampa. 

F, = W sen 29* = 500104848) = 242 kg, Р, = W cos 29° = 500(0,8746) = 497 ky. 

b) 242 kg a lo largo de la rampa pero hacia arriba. 











РЫ) Prob. 11 Р) Prob. 12 


12. La orientación de un aeroplano es 75° y su rapidez respecto al aire es de 200 millaa/hora. Encontrar 
Jarapidez respecto a laTierray el rumbo si sopla un viento de 40 millas /hora desde 165°. Véase la Fi 


Construcción. Trácese, а partir de O, el vector correspondiente a la rapidez respecto al aire y, a 
continuación, trácese el vector correspondiente al viento. Ciérrese el triángulo. 


Solución. Rapidez respecto a la Tierra = y 72007 + 407 = 204 mph, 


tan & = 40/200 = 0,2000 y ® = 11°20', y rumbo = 75° — 6 — 6340% 


028, La rapidez respecto al aire de un aeroplano es de 200 millas por hora. Sopla un viento de 30 millas /hora. 
© desde 270°. Encontrar la orientación del aeroplano y la rapidez respecto «la Tierra para que el rumbo 
жа O°. Véase la Fig. (А). 


Construcción. El vector correspondiente а la rapidez: "Tierra se encuentra sobre ON. 
“Trácese a partir de O, el vector correspondiente al viento y, a continuación, el vector correspondiente 
Ala rapides respecto al aire (200 unidades, dende el extremo del vector del viento hasta un punto de ON); 
cléreese el triángulo. 
Solución. Rapidez respecto а la Tierra = = mph, 
sen = 30/200 = 0,1500 y 4 > = 380° — ¢ = 351920", 


14. Desde 320° sopla un viento de 35 millas/hora, Encontrar la rapidez respecto al aire y la orientación 
para que la rapidez respecto a la Tierra y el rumbo sean, respectivamente, 250 millas por hora y 50° 
Vénso la Fig. (0. 

Construcción. Trácence, con sus orígenes en O, los vectores correspondientes a la velocidad respecto 
n la Tierra y el viento. Ciérrese el triángulo. 
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Solución. Rapidos recto al ана xe A эрир ЧНЧ 
tan = 35/250 — 0,1400 y ө = 8%, y orientación = 50% 


15. Un aeroplano vuela 100 millas en dirección 5.38710 E: ¿Qué 
el esto ha recorrido? Resp. 78,6 millas hacia 
Un seroplano se orienta hacia el este con una 
norte sopla un viento de 40 millas/hora, encontrar 


Sobre un cuerpo actúan una fuerza de 75 
o кз Ое 

Encontrar lux componentes rectangulares de um 
la horizontal.  Hesp. 411,3 kx; 3262 kg | Li 


Un aviador orienta su 


lias /hora, ¿cuál es su rapidez. 
Resp. Rapidez respecto a la Ti 


J. Se orienta un aeroplano hacia el oeste 
rapidez respecto al nire que se necesita. 
AlaTierma? Resp. Rapidez respecto al aire 


Se remolea un lanchón, hacia el norte, 
hacia el este a razón de 6 т /seg. Encontrar la. 
Resp. 27 m /seg, N1980" E 


l. Un barco ha de navegar desde un punto А hasta un pi 
al este de А. Después de recorrer 120 millas en di 
renta lucia C. Encontrar la distancia entre F ¥ O, y el 
Resp. 214 millas, 875°40' E. 
Un alambre tenso de 78 dm de largo se extiende desde el 
altura hasta el suelo, y ejerce sobre el poste una tracción de 290. 
el extremo superior del poste? Resp. 202 kg 
Un peo de 200 kg está colocado en un plano que carece de 
ia horizontal: Una cuerda, paralela а Ja superficie y asegurada рог ра. 
sitio. Encontrar la tracción ejercida sobre la cuerda. Resp. 1 kg 
Un hombre desea subir un peso de 300 libras hasta lo alto de una pen 
quiere empujar el peso а lo largo de un plano inclinado. ¿Cuál 
que puede utilizar si su fuerza de empuje es de 140 libras? 
26. Por una pata, inclinada 40" respecta 1a horizontal; өе arrastra 
contrar a) la fuerza que la bomba ejerce contra la pista у 6) la fe 
Resp. а) 115 kg, b) 96 kg 





CAPITULO 6 


Logaritmos 


_ EL LOGARITMO COMUN O VULGAR de un número dado N (se expresa, log №), es el 
exponente correspondiente a la potencia de 10 que equivale al múmero dado. Por 


ejemplo, 
log 1 = 0 puesto que 10* = 1, log 100 = 2 puesto que 10* = 100, 
log 10 = 1 puesto que 10 = 10, 106 0,001 = —3 puesto que 10-* = 0,001 
mientras que lgP = p si 10 =P. 


LEYES FUNDAMENTALES DE LOS LOGARITMOS 
pu El logaritmo del producto de dos o más números positivos es igual a la suma de 
los logaritmos de cada uno de dichos números. Así, 
log P-Q = log P + log Q, 
log P-Q-R = log P + log Q + logR, etc. 
П. El logaritmo del cociente de dos números positivos es igual al logaritmo del divi- 
dendo menos el logaritmo del divisor. Así, 
log q = log Pog Q: 
III, El logaritmo de una potencia de un número positivo es igual al logaritmo del 
número multiplicado por el exponente de la potencia. Así, 
log (P*) = n log P. 
IV. El logaritmo de una raíz de un número positivo es igual al logaritmo del número 
dividido por el índice de la raíz. Así, 
log YP = L log P. 


Las demostraciones de estas leyes aparecen en el problema 1. 
El logaritmo de una expresión que contiene dos o más operaciones de las relacio- 
nadas en las leyes I-IV se obtiene combinando los resultados de las distintas leyes, Así, 
dog 59 = log (Р) — log R = log P log Q— log R. 
Otros ejemplos se encuentran en los problemas 2-4; 


ÊL LOGARITMO COMUN de un número positivo. Es y log 0,2 = 
9,0103 — 10) consta de dos partes: una parte i amada característica, y una 
parte decimal llamada mantisa. 2" 

En los problemas 3 y 4 se verá que la | stica depende únicamente de la 
posición que ocupa la coma decimal en el número, ejemplo, 


log 2 = 0,30103 у 
log 25 = 129794 у 


а 
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La característica del logaritmo común de un número cualquiera mayor que 1 es 
una unidad menor que el número de cifras que aparecen a la izquierda de la coma 
decimal del número dado. S 

La característica del logaritmo común de un número positivo cualquiera menor 
que 1 se obtiene sustrayendo de 9 el número de ceros que aparecen inmediatamente 
a la derecha de la coma decimal del número dado y escribiendo a continuación — 10. 

i i 00, de 0,04 es 8 — 10, de 0,0005 










Та mantisa del logaritmo común de un es generalmente un deci- 
mal no periódico, En este libro nos a donde aparezcan 
cinco cifras decimales para las ma 

ENCONTRAR EL LOGARITMO DE UN N 
a) Escríbase la mantisa de acuerdo, 


b.) Cuando el número dado consta « 
directamente la mantisa en | 


EJEMPLO 1. Encontrar log 32,86. 
La característica ев 1. Para encontrar la mantisa localicese el número 61667 en la fila 
correspondiente al número 328, en la columna encabezada por 6. Entonces log 32,86 = 1,51667. 


EJEMPLO 2. Encontrar log 5,25. 
La caracteristica es 0. Como 5,25 = 5,250, localizamos la mantisa, 72016, en la fia 
correspondiente al nimero 525 y eu la columna encabezada por 0. Entonces log 5,25 = 0,72016. 
by) Cuando el número consta de cinco cifras, se efectúa una interpolación mediante 
una р 
EJEMPLO 3. Encontrar log 654,82. 
La característica es 2. Para encontrar la mantisa, computamos: 
mantisa log 65480 = 0,8] 
mantisa log 65490 = 
diferencia tabular = 0,00006 


0,2 x diferencia tabular = 0,000012 6 0,00001 hasta la quinta cifra decimal 
mantisa log 65482 = 0,81611 + 000001 = 0,81612. 


Entonces log 654,82 = 2,81612. 
Obsérvese que aquí el cómputo esencial es 81611 + 0,2 х6 = B1612,2'w 81612. 


(Véanse además los problemas 6-7.) 


ENCONTRAR EL NUMERO CORRESPONDIENTE A UN LOGARITMO COMUN 

DADO: 

a) Cuando la mantisa aparece en la tabla, escríbase el número que encabeza la fila, 
seguido del múmero que encabeza la columna. Después, colóquese la coma decimal 
de acuerdo a las reglas dadas para la característica. El número encontrado recibe 
el nombre de antilogaritmo (antilog) del logaritmo dado. 














EJEMPLO 4. Antilog 1,88053 = 75,95. at سا‎ 
a mantisa 0,88053 se encuentra en la fila encabezada por 759 y en la columna encabe- 
zada por 5. Como la característica es 1, hay dos cifras а la чега de la coma decimal. 
B) Cuando la mantisa dada no aparece en la tabla, se requiere una interpolación. 
EJEMPLO 5. Antilog 9,56577 — 10 = 0,36793. 4 
. Mantisa de log 36790 = 0,56573 Mantisa dada 
Mantisa de log 36800 = 0,56585 Mantisa menar hallada 
Diferencia tabular = 0,00012 Diferencia 
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0100012 (9.00010) = 0,000053 6 0,00003 hasta la quinta cifra decimal. 


Entonces antilog 9,56577 — 10 = 0,36790 + 0,00003 = 0,36793. 


Obsérvese que aquí el cómputo esencial es 2303, 6з. 


(Véase además, el problema 8.) 
EL COLOGARITMO de un número positivo A (se expresa colog N) es el logaritmo de su 
inverso Jj: Así, colog N = log ¿y = log 1— log N = —log N. 
EJEMPLO 6. Colog 38,386 = 8,41583 — 10. 
colog 38,386 = log sg gg = log 1 — log 38,386 
logi = 10,00000 — 10 
(—) log 38,386 = 1,58417 


1583 — 10 


Obsérvese que colog N puede obtenerse si se resta de 9 cada cifra de log N (comenzando por 
la izquierda), excepto la última que ве resta de 10. Si N es mayor que uno, se escribe a con- 
tinuación — 10. Por ejemplo: 

log 3163 = 3,50010; colog 3163 = 6,49990 — 10. 

b) log 0,0399 = 8,60097 — 10; colog 0,0399 = 1,39903. 


(Véanse además los problemas 12-13.) 








"LOGARITMOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. Nos referimos а una tabla 
de cinco cifras decimales de logaritmos de las funciones trigonométricas seno, coseno, 
tangente y cotangente, para ángulos desde 0* hasta 90° con intervalos de un minuto. 

El procedimiento para la utilización de esta tabla es básicamente el mismo que 
se utiliza en la tabla de las funciones trigonométricas naturales, 


EJEMPLO 7. 
а) log nen 22*34^ = 9,58406 — 10 
b) log tan 727187 = 0,49602 
с) log sen 22°34,8' = 9,58490 = 10 i 


log sen 22°34/ = 9,58406 — 10 
log sen 22°35’ = 9,58436 — 10 
Diferencia tabular = 0,00030 _ 
Corrección = 0,8 X diferencia tabular = 0,00024. 
Se añade la diferencia puesto que se trata de un seno, 
log sen 22°34,8' = 9,58406 — 10 + 0,00024 ~ 9,58430 — 10. 
Aquí el cómputo esencial es 58406 + 0,8(80) = 58406 + 24 = 68430. 
d) log cos 66°42,4' = 9,59708 — 10 + 
log cos 66*42' = 9,59720 — 10 
Diferencia tabular = 30 
Corrección = 0,4 X diferencia tabular = 0,40) - 12. 
Se resta la corrección, puesto que se trata de un coseno, 
log cos 68424" = 9,59708 — 10. 
e (Véase además el problema 14.) 








II. Puesto que P/Q = 102/101 = 107-4, 
TIL. Puesto que P* = Uy 10%, 


< 
a) Ta = log (P:Q) — log (R-S) = dog P + log Q) — 


= log P+1gQ— 











еп 64°17' = 9,95470 — 10 
eA = 9,95472 — 10 
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Ы рУ = log ЎР log O = $ log P — 4 og 
д) log EDO" — log 34 + log 104 — 3 log 49 
ar y _ 1 z 1 
D loe yaaa C 21002 + 3 1061,06 — 3log 9,8 — Flog 233 


3. Dados log 2 = 0,30103 y log 3 = 0,47712, encontrar el logaritmo de: 
a) 30, b) 200, с) 25, 4) 120, €) 25, f) VE, 2 YH 
в) 30 = 3 x 10; 106 30 = log 3 + log 10 = 0,47712 + 1,00000 = 147712 
b) 200 = 2 х 10%, log 200 = lok 2 + 21og 10 = 0,30103 + 2,00000 = 2,30103: 
c) 25 =10'/2; log 25 = 2 log 10 — 2 log 2 = 2,00000 — 0,60206 = 1,39794 
4) 120 = 2.3.10; log 120 = 21062 + log 3 + log 10 = 0,60206 + 0,47712 + 1,00000 ~ 2,07918 
e) 2,5 = 10/27; log 2,5 = log 10 — 2 log 2 = 1,00000 — 0,60206 = 0,39794 


1) VE = (axl: log VE = j (og 2 + log 9) = $ (0,77815) = 0.38908. » 
0 HO JFT = N log YT = log 2 + $log 3 


4. Dados log 2 = 0,30103 y log 3 = 0,47712, encontrar el logaritmo de: 
в) 0,2, 6) 0003, e) 0,5, d) (0,02), e) JOOS 

в) 0,2 = 2/10; log 0,2 = log 2 — log 10 = 0430103 — 1,00000 = —1 + 0,30103. 
Esta última expresión se escribe 9,30103 — 10. 


b) 0,003 = 3/10"; log 0,003 = log 3 — 3 log 10 = =з + 0,47712 = 7,47712 — 10 


9 1/2; log 0,5 = log 1 — log 2-= 0,00000 — 0,30103 
= (10,00000 — 10) — 0,30103 = 969897 — 10 


log 2 — 6 log 10 
0,90309 — 6,00000 
= (10,90309 — 10) — 6,00000 = 4,90309 — 10 


e 0286 = VERIA; log VOE = pog 2 + log 3 — 3 log 10) 
= $ 0,30103 + 0,47712 — 8,00000) 


02010 + атта) = өт 








4) бозу = (2/10; log (0,02) 





— E (1.77815 > 10) = 1137777815 — 40) = 9,44454 — 10 


5. Determinar la característica del logaritmo común de cada uno de los números siguientes: 
4)384 c 9/46 е) 03879 g) 0,07295 i) 24507 — A)0,4636. 
è) 286 d) 982600 f) 0,00826 A) 0,000028 J) 88,725 ` 1) 0,00072358. 


¿Las características bon: ry 
аз 90 дэ -10 $8 -1 00 юз -wo 
5a 45 n7 -1 &5 ~10 1 ys -10. 


| 6. Verificar cada uno de los logaritmos siguientes: — 





а) log 38,64 = 1,58704 (27218 +126) 
b) log 286 = 245837 (94802 + 2,5) 
©) log 0,3874 = 9,5881 (64963 + 5,4) 








4) log 0,00826 = 7,91698 — 10 (85944 +48) 
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7. Verificar cada uno de los logaritmos siguientes: 


а) log (0,07324 X 0,0006235) = log 0,07324 + log 0,0006235 
= 8,86475 — 10 + 6,79484 — 10 - 15,65959 — 20 = 5,65959 — 10 


b) log (8/7633 X 0,0074285) = log 8,7633 + log 0,0074288 
= 0,94266 + 7,87092 — 10 = 8,81358 — 10, 


©) log 34,72/5,384 = log 34,72 — log 5,384 
= 1,54058 — 0,73111 = 0,80947 


d) log 7218/0,0235 = log 7218 — log 0,0235 
= 385842 — 8,37107 — 10 = 13,85842 — 10 — 8,37107 — 10 = 5,48735 


e) log (24,56)? = 3 log 24,56 = 3(1.39025) = 4,17069 
Г) log (0,4893)* = 4 log 0,4893 = 4(9,08958 — 10) = 38,78832 — 40 = 8,75832 — 10 


0 log VETA = 
№ log VERTS = 
i) log VOIT = l logosié = j (OSTIAS —10) j (19.97745 —20) = 998872 — 10 





log 876,4 = $ (2.94270) = 147135. 


log 66,76. = (ама) = 0,60815 


Verificar cada una de las siguientes igualdades: 

a) Antilog 2,56158 = 384,40 

b) Antilog 5,69002 = 489800 

€) Antilog 8,81358 = 10 = 0,06510. Del problema 75), 8,7693 x 0,0074288 =0,06610. 
d) Antilog 1,43654 = 27,324 (6 x 10/16 = 4) 

e) Antilog 8,69157 — 10 = 0,049156 (5 x 10/9 = 6) 

f) Antilog 4,17069 - 14814 (13 X 10/29 = 4). Del problema Те), (24,56)? = 14814. 
8) Antilog 1,47135 = 29,604 (6 X 10/15 = 4). Del problema 74), VETA = 29,604. 
Evaluar mediante logaritmos, cada una de las expresiones siguientes: 





9. N = 36,234 х 2,6748 х 0,0071756 
de3624 156012 
(+) log 2,6748 = 042729 
(+) log 0,0071756 = 7,85586 — 10 
AS pe 
Na 


log 4775 =. 18797 00 
(+) log 8,643 = 099688 
a 
(=) 1066467 = 351000 
ем = “880199 10 

No 0063816 | 


10. м, o (115x843 








(261563 - 12.61563 — 10) 


11. N = болт. log N =$ log 048476 
log DASATÓ = 9,68552 — 10 
= 29,68552 — 30 
log N 9.89517 — 10 

N = 078654 


LOGARITMOS 


12. Resolver el problema 10 mediante el uso de cologaritmos. N = 47,75 X 8,643 x gk 


ser 
log 47,75 = 1,67897 
(+) log 8643 = 0,93666 
(+) colog 6467 = 6,18930 — 10 (log 6467 = 3,81070) 
log N = 8,80493 — 10 
N = 0,063816 
LX 
35.659 UE N PEN log 7472 + р colog 8,394 + $ colog 0,002877 
log 74,72 Leu log 8,394 = 0,92397 
(+) 1 colog 8,394 =. 9,53802 — 10 colo 8,394 - 9,07603 — 10 
(+) $ colog 0,002877 = 0,84702 log 0,002877 = 7,45894 — 10 





nA =т=т) colo 0,002877 = 2,54106 
- 225048 


N = 181,93 


14. Verificar cada uno de los logaritmos siguientes: 
а) log sen 14*28,3^ = 9,39777 — 10 (30762 + 0,3 x 39) 
b) log cos 66°44,8" = 9,59638 — 10 (59601 — 0,8 x 29) 
с) log tan 31*26,4^ = 9,78630 — 10 (T8618 + 0,4 x 29) 








4) log cot 46'54,8" = 9,98620 — 10 (98635 — 0,6 x 25) 
€) log sen 62°29,1/ = 9,94787 — 10 (94786 + 0,1 X 7) 
Г) log eon 23728777 = 9,96220 — 10 (96223 —0 x 5) 
40 log tan 70920,67 = 0,44709 (44685 + 0,6 x 40) 
А) log cot 11°17,3” = 0,89982 (10002 — 0,3 x 66) 


15. Verificar cada uno de los logaritmos siguientes: 








а) log sen A = 9,90020 — 10, entonces А = 52*37,6^ jg X17 06 
b) log cos A = 9,99602 —10, entonces А = 30208 — (5 X1 04^ 
e) log tan A = 9,87150 — 10, entonces А = 309877 (18 X 1f = 0,7) 
d) log cot A = 0,01245, entonces A = 40! — (dp X1 = 035 
e) logsenA = 9,80172 —10, entonces А = 39184 — (dg x11 = 04) 
f) logcos A = 9,56215 — 10, entonces А = 69*6,6^ Gy xı -047 
0) logtanA = 0,44372, entonces А = D121 | (x1 = 0,1) 
M) logcot А = 9,31142 — 10, entonces А = 78'284 ÊX 1 = 06) 











16. 


и. 


18. 


19. 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 


Encontrar: 


a) log 211 = 232428 

b) log 9,17 = 0,96237 7 
с) log 000466 = 7,66839 — 10 

9 lor 0,8764 - 082866 — 10 

€) log 32,86 = 14 
f) log 264,46 = pe 

Ж) log 7,1775 = 0,85597 

А) log 096834 = 9,98513 — 10 











Encontrar 


а) antilog 1,98646- = 96,930. 
$) antilog 0,75005 = 5,8240 
с) antilog 8.62086 — 10 = 0,041770 
4) antilog 1,09706 = 12,504 
e) antilog 2,85612 = 453,02 
f) antilog 0,91821 = 8,2834 
4) апор 8,11848 — 10 = 0,013136 
h) antilog 3.66626 = 4637,2 





Evaluar: 
эт, 4562 
19148) 1669, b) $$ = 1497, eps 
(227,3). 221,3)» VOTTA 
A quas» уон 7 0.02562, 
Encontrar: 


а) log sen 53°18” = 9,90405 — 10 
b) log cos 18*17' = 9,97780 — 10. 

©) log tan 42°47” = 9,96636 — 10 

d) log cot 68*14' = 9,60130 — 10 

©) log sen 7159,67 = 9,97608 — 10 

f) log cos 56*44,4 2913 — 10 
4) log tan 67*0,3' = 0,31226 

h) log cot 76°9,3' = 9,39174 — 10 











. Encontrar el ángulo agudo A, dado: 


a) lok sen A = 9,28705 — 10, A = 11910,07 
b) log cos А = 948881 — 10, A — 72 30 
с) log tan А = 9,82325 — 10, А = 33°39,0” 
d) log cot A = 991768 10, A =50*24,0" 
€) log sen A = 9,53928 — 10, А = 2015,2" 
f) log cos А = 989900 — 10, А = 377348" 
q)logianA = 9,53042 — 10, А = 184417 
h) log cot А = 0,18960, A = 32524 





= 9,97256 — 10 
A) log tan 8447,1” = 103967 
1) log cot 74° 4,21 = 945549 — 10 
m) log sen 22°15,8' = 9,57849 — 105 
п) log cos 66*17,4* = 9,60434 — 10 
о) log tan 11°19,8' = 9,30182 — 10. 
р) log cot 25°10,6' = 0,82784 


A 





i) log sen A = 10, A = 45253 
E o 
А) log tan A IPAE 047 
ОКТУК A Tier 


m) log sen A = 9,80513 — 10, А = 3940.6” 
= 421887 


л) log cos A T 9.56892 - | А 
DI [IU 49187" 


—10, A = 622837 





CAPITULO 7 


Resolución logarítmica de triángulos rectángulos 


CUALQUIER TRIANGULO RECTANGULO puede resolverse, y la solución puede com- 
probarse parcialmente, mediante la relación angular А + В = 90° y las funciones tri- 
gonométricas seno, coseno y tangente o cotangente de uno de los ángulos agudos. 
En general, la relación e* = a? + è ofrece una mejor comprobación de la solución. 


EJEMPLO. Supóngase que se conocen los lados а 4 
y b del triángulo rectángulo ABC. 
1) Para encontrar el ángulo A, aplíquese tan A = a/b; p а 
entonces, В = 90° — A. ^ 
2) Para encontrar el lado c, aplíquese с = a /sen A, A lc 
3) Para la comprobación, aplíquese b 
a = e b = (e - ble +») 
ó bee- (e — а)(с + а). 


PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Resolver y comprobar el triángulo rectángulo ABC, dados = 48,020 y b = 37,640. Véase la Fig. (a). 














tna ~ a/b € = ajun A Comprobación: at = (c — Бе +8) 
loga = 1,68681 log a = 1,68681 logi 
(-)loph 137868 (Локтев A = 9.89803 —10 (loge) = 1; 
log tan A = 041116 loge = 1,78878 e-t = эмит 2log = 3,37964 
> 4 = 62162, € = 61,487 eb 99,127 Jog a = 1,68682 
Bn ras’ 
" 
5 ' 
ls / la 
ac dc 487 
Ка) Prob. 1 Fig.) Prob: 2 


2. Resolver el triángulo rectángulo ABC, dados a = 8824 y А = 649387. Véase la Fig. (9). 


В = 90° —A e 25064^. 





- 
Comprobación: o* = (e — be + b) 

















b= atan A € =а/епА 
log а = 2,75038 log а = 2,75038 e logic —5) = 2,54948 
(—Mogtan A = 0,31943. — (—)logsen A = 9,95511—10 5-285974 (+)logíc+b) = 2,95128 
log b = 143095 loge = 379507 cb 354,39 2 Tog a = 5,50076 
b = 269,74 с = 62413. tb = 893,87 log a = 2,75038 
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з. Resolver y comprobar el triíngülo rectángulo ABC, dados B = 583,62 y с = 794,86. Véase la Fig. (0). 








OM Д. oo 
log b = 2,76613 log c = 2,90029 € = 794,86 logíc—a) = 2,40695 
(ов с 220028 (+ )logsen A ~ 383180-10 8 53902. (+ logico) = 3,12532 
logcos A = 9,86584—10 loga = 2,73209 — cca 25524 2log b = 5,53227 
A c T4547 a = 53982 eda 133448 log = 2,76614 
В = A714,6' -w AMAA 
pacem 
B » - ^ 
A 4 
7 y А J 
аз ol seus de 


рш) Prob. 3 Fig.id) Prob. 4 


4. Resolver y comprobar el triángulo rectángulo ABC, dados c = 84,725 y В = 41941,37. Vénse la Fig, (d). 
А = 907—8 = 487187 








немав a=ecoB Comprobación: bt = (e = ole a) 
loge = 1,92802 log c = 1,92802 c = 84,725 logie) = 1,151 
(Hog sen В. = 982287 -10 (log cos B = а 





esmi  f+logle+a) = 2,17026 
21,454 2 log b = 3,50177 


147,996 log b = 1,75088 
= 148,00 





log 5 = 1,75089 
b = 56,350 





Obsérvese que ésta es una comprobación de log ò y no de b. 


Desde una altura de 23.245 pies el piloto de un aeroplano observa la luz de un aeropuerto bajoun ángulo 
de depresión de 28°45,2'. ¿Qué distancia hay entre el aeroplano y la luz? 


En la figura adjunta, A es la posición de la 
luz, B esla posición del piloto, y c = АВ es la D 
distancia buscada. Entonces, 








© = a/sen A 


log а = 4,36693 
(Лов sen A = 9/68218 —10 * 
loge = 46815 

с = 48.322 





La distancia buscada es de 48.322 pies. 


в. Se lanza una granada con una velocidad inicial de 3046,8 m /вер, y con un ángulo de elevación de 32°144'. 
Encontrar las velocidades iniciales vertical y horizontal. 


RESOLUCION LOGARITMICA DE TRIÁNGULOS RECTANGULOS я 


De acuerdo a la figura, o = 30468, а = SPILA; у 














ЕЯ DEI 
log v = 3,48384 log о = 348384 

(оқ сов a = 9,9272810 (Flog sen « = 9,72711 —10 
logo, = 341112 logs, = 3,21095 

e, = 2577,1 m/seg e, = 1625,4 m/seg 


7. Sobre un punto A están aplicadas, en ángulo recto, dos fuerzas de 161,75 kg, у 225,80 kg. Encontrar 
la magnitud de la resultante y el ángulo que forma con la mayor de las fuerzas. 


En el triángulo rectángulo ABC de Ja figura adjunta, в 
tan A = СВ/АС. АВ = CB/sen A 
log СВ = 21813 log СВ = 218113 £ 
(Лор AC = 235372 (log sen A ~ 9,74648 10 E 
log tan A = 9,82741-10 log AB = 2,43465 
77 Ав ص‎ A c 















La magnitud de la fuerza resultante es de 272,05 kg, y el ángulo que forma соп 1а fuerza mayor 
mide 33%4,2 





8. Un barco navega 55,975 millas con dirección N 28*14,6^ E y después navega 94,625 millar con dirección 
N 61%45,4/0. ¿A qué distancia se encuentra del punto de partida, y cuál es su orientación respecto 
dicho: punto? 


En la figura, 


1 barco navega desde A hasta C, y, después, desde. 
C hasta B. En 


triángulo rectángulo ABC, 





tan ZCAB = B/AC AB = BCjsen ZCAB. 
log BC = 1,97600 log ВС = 1,97600 
(Mog AC = 1/4331 (Лов зеп ZCAB = 9.93605 -10 
log tan ¿CAB = 0,23269 log АВ = 2,03995 
4САВ = 5939,5" АВ = 109,64 











El barco se halla entonces a 109,64 millas del punto de partida.. 
Сото ZNAB = ZCAB — ¿CAN = 5#°39,8' — 28"14,6' = 31°25,2', 
Ja orientación buscada es N 31°25,2 О. 





9. Para calcular la altura de un risco inaccesible CB, se 
determinan dos puntos А у D, en un terreno llano, di- 
rectamente al oeste del risco. La distancia entre A y D 
“es de 152,75 m. El ángulo de elevación del extremo su- 
perior del risco, medido desde D, es de 44°32,4' y medi- 
do desde А es de 29715,8’, ¿A qué altura sobre el llano, 
se encuentra el extremo superior del risco? 

Para resolver un problems semejante a éste (pro- 

blema 15, capítulo 3) se utilizó la relación 

2D E 
cot ZBAC — cot. ¿BDC 

Ahora, sin embargo, se debe buscar un procedimiento. 

más adaptable a los cálculos con logaritmos. 


En la figura, DE es perpendicular a АВ. Entonces, 
ZDBE - ¿CBA — ZCBD = (90% — ZBAC)— (90% — ZBDC)- ZBDC — ¿DAC = 1516, 





св 
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En el triángulo rectángulo AED, DE = AD sen ZBAC. 
En el triángulo rectángulo ВСР, СВ = BD sen ZBDC. 
En el triángulo rectángulo BED, BD = DE/sen ZDBE. 
DEsen ZBDC _ AD sen ¿BAC -sen ¿BDC 


Entonces СВ BD sen ZBDC = РЕ ARE ADAE 


_ 158/15 sen 291547. sen PA | 
sen 15*16,6" 
log 152,75 = 2,18398 
(+) log sen 29715,8” = 9,88915 10 
(+) log sen 4432,47 = 9,84897 —10 
(+) colog sen 15716,67 = 0,57925 (log sen 15166" = 9;42075 = 10) 
log СВ = 2,29835 
СВ -19&77m 





10. Sobre una colina se eleva una torre АВ. En шп terreno llano que se extiende al pie dela colina se sitúan 
dos puntos, C y D, en un mismo plano vertical con AB. Ladistancia entre C y D es de 200,00 m. 
Los ángulos de elevación del pie y del extremo superior de AB, medidos desde C son, respectivamente, 
25*10,2/ y 31*4,8', mientras que medidos desde D son 12:576 y 1732", Encontrar la altura de 
la torre. 








TESTS" 200,00 С 02 


Desde C trácese CF perpendicular a BD y desde В trícese la perpendicular BE а la prolongación 
de CA, Prolónguese AB hasta encontrar la prolongación de DC en O. 

En el triángulo rectángulo AEB, 

En el triángulo rectángulo СЕВ, 





En ol triángulo rectángulo CFB: 
En el triángulo rectángulo CDF, 

ЕВ CD sen ZCDF sen ЕСН 
Entonces АВ = ВАВ арто иус 


Ahora bien E 
ZCDF = 17323, ZECB = ZOCB — LOCA = 5%48% EAB = ¿ONO = эу — LOCA чов’, 
y ZCBF = ZOBD — ZOBC = (90° — ZODB) — (9 — Z0CB) - | | = Z0DB = 13325". 










log 200,00 
(+) Лов sen 17:32,3/ 
(+) log sen - 
(4) colog sen. Пов sen 64*49,8" = 9,95667 — 10) 





С 60118998, = 0,63050 (орнап13°225 


log AB = 1,46661 
AB = 29283 m 


= 9,36050 — 10) 


RESOLUCION LOGARITMICA DE TRIANGULOS RECTANGULOS з 
PROBLEMAS PROPUESTOS 


Resolver y comprobar cada uno de los siguientes triángulos rectángulos, dados: 





її. а = 25,72, Resp. В = 5340, b = 3497, c= 4ЗА1 
12. а = 342,86, Resp. B = UTD" Bom 23523, е = 416,81 
13. a = 574,16, Resp. A = 33999,47, b = 86232, с = 10360 
м. e = 44,26, Resp. В = 338^, a = 36,79, Ь = 24,60 
15. е = 287,88, Resp. В = 51'498/, = 17778, b — 226,17 
16. e = 67,54 Resp. A = 429447, a = 45697, b= 49,741 
17. a = 42420, Resp. A = 2595747, В = 54726, с = 72,243 
18. a = 384,66, Resp. A = 8628/3, B = 3331,7’, с = 46144 





19. Se va a construir una carretera recta para unir las ciudades А у В, SiB está situnda а 139,75 km 
al este y 256,78 km al norte de A, encontrar la longitud de la carretera y su orientación con respecto 
a la ciudad А. Resp. 289,53 km, N 27°30,8 E. 


tcen, en Ángulo recto, do» fuerzas de 281,66 kg y 323,54 kg. Encontrar la magnitud de la fuerza 
resultante y el ángulo que ésta forma con la fuerza mayor. — Resp. 428,97 kg, 412,67 





Calcular la longitud de la base de un triángulo isósceles si el ángulo del vértice mide 48*27,4^ y los lados 
iguales miden 168,14. Леер. 138,00 


22. Dada una circunferencia do 417,12 cm de radio, calcular el lado y el área 
a) del decágono regular inserito. — Resp. 257,80 em, 511,840 emr 
b) del decágono regular circunscrito. — Resp. 271,06 cm, 565,320 спи 


n 


23. Dada una circunferencia de 336,48 cm de radio, calcular el lado y el área 
а) del octógono regular inscrito. евр, 257,52 cm, 320,240 сте 
b) del octógono regular circunscrito. - Resp. 278,74 em, 375,170 cm? 


24. Dos puntos, А y D, están situados en una recta horizontal que pasa por el pje de una torre CB, de 
tal manera que А ве encuentra hacía un lado de la torre, y В hacia el lado opuesto. La distancia entro 
A Y D es de 5854 m, y el ángulo de elevación del extremo superior В, medido desd A, es 12°46 y, 
medido desde D, es 18°38'. Considérese la perpendicular trazada desde D а la recta que pasa por А 
y В. Sea E el pie de dicha perpendicular. Demuéstrese que 








DE sen ¿BDC _ AD sen ¿BAC sen ¿BDO „ч 
т PD MOER SS on ZOBE ате. 


OUR da лл 
—— 
зўе гара s 
њаз چ‎ 
рыч 
a ет. 















Reducciones a funciones d 


ANGULOS COFINALES. Sea û un йш 
sen(s + n 360°) = sen 6 
cos(0 + n 360°) = cos 8 
tan(6 + л 360°) = tan 





(ап(—%) = —{ап% 
Ejemplos. веп(—50°) = —sen 50°, cos(—30*) = cos. 
Las demostraciones de estas relaciones se encuentran ей 


ок(—%) == 









| FORMULA DE REDUCCIONES. Sea û un ángulo cualquiera; 
sen(90* + 0) = 





овс(180° — 0) = 
F Las demostraciones de estas relaciones se en 





FORMULA GENERAL DE REDUCCION. тош 
donde 0 es un ángulo cualquiera, es 


а) la misma función de 6 si n es par, 
b) la correspondiente cofunción de û si n es 


En cada caso, el signo algebraico es el igual al 
cuadrante al que pertenece n. С 


La verificación de estas fórmulas se 
54 








Ejemplos. 

1) sen(180°— 6) = sen(2 -90°— 0) = sen 6 puesto que 180° es un múltiplo par de 
90° y, cuando б és un ángulo agudo positivo, el lado final (terminal) de 180° — û 
сае en el cuadrante П. 

2) cos(180* + 0) = cos(2.- 90° + 0) = — сов ® puesto que 180° es un múltiplo par de 
90” y, cuando б es un ángulo agudo positivo, el lado final de 180° + û cae en el 
cuadrante Ш. 

3) tan(270— 0) = tan(3=90*— %) = cot 9 puesto que 270° es un múltiplo impar de 
90° y, cuando б es un ángulo agudo positivo, el lado final de 270° — 0 cae en el 
cuadrante III. 

4) cos(270 + 9) = cosí3 - 90° + 6) = sen 0 puesto que 270° es un múltiplo impar de 


90° y, cuando 0 es un ángulo agudo positivo, el lado final de 270° + û cae en el 
cuadrante IV. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Deducir las fórmulas para las funciones de (—9) en términos de las funciones de û. 








En las figuras, ву 
Pix, y) y Ри, Y) están situndos en los respectivos lados finales de (al manera que ОР = ОР, 
a ae нн яне ec RE Ад 





snio) = Y 
ож) = 


tan(-9 = Y 





Excepto en los casos en que alguna función noesté definida, las relaciones anteriores son 
también cuando 6 es un ángulo de un cuadrante; lo que puede verificarse sie tiene en cuenta que —0° 
y 0°, —90* y 270°, —180* y 180°, —270° y 90° son cofinales. 

Por ejemplo, sen( —0*) = sen 0" = 0 = sen”, зеп[—90°) = sen 270° = —1 = —sen 90°, 
соз(—180°) = cos 180° y cot(—270*) = cot 90* = 0 = —cot 270°. 








as para las funciones de (90*— 6) en términos de las funciones de 0: 


Pos) 


Como sucede en las fórmulas del problema 1, algunas de estas, 
= do в es un ángulo de un cuadrante. > 


з. Deducir las fórmulas para las funciones de (90* +4) en 


Pis y) 








Pela d Р 





En las figuras, 6 у 90*4 8 están colocados en posición normal. Los puntos Р(х, y) y Pi, у) 
están situados en los respectivos lados finales de tal manera que ОР = ОР. En cada una de las figuras 
los dos triángulos son congruentes, con lo que n =r, лү = =y, X = X. Entonces, 








ES ior +0 = E E amo 
сов! «BL em Alt. 

ТЕ б DEI а Ср = e 
a Е. 
00° ro - T 9 eot 0 євс (90° + 0) я = * 


4. Deducir las fórmulas para las funciones de (180° — 4) en términos de lan funciones de 6. 
Puesto que 180° — ө = 90° + (90* 


жел(ї80* — 0) = sen [90° + (90° — 0] = cos(90* — 0) = sent 
сов(1809 — 0) = cos [90° + (90° — %)] = ~i 








5. Deducir las fórmulas para las funciones de (180° + 6) en términos de las funciones de 0. 
Puesto que 180° +0 = 90° + (90* +0) 


sení180" + 0) = sen [90° + (90° + 8)] = cos(90° + н) ж —sen 4 
сов (180° + 0) = con [90° + (90° + %)] = –веп(90° + 4) = —совз, ete. 


6. Deducir las fórmulas para las funciones de (270° — 6) en términos de las funciones de 6. 
= 180° + (90° 


)|- senso” o) = cod 60602709 = = tano 
= com 900 —%) = —вев#  эес270°—%) = e 
e =. —sec 0. 













7. Deducir las fórmulas рага las funciones de (770° + 6) en términos de las funciones de. 

Puesto que 270^ + û = 180° + (90° + 9), ~ > 

Куре 
жеп (270° + 6) = зеп [180° + (90° + %)] = вее + %0 =. р +0) = -tano 
сов(270° + 0) = cos [180° + (90° + 4)] = —eoe(90* +o) = men "wed Ea) – ссе 
tan(270* + 0) = tan [180° + (90° + 0)] = tan[90® + 8) ж =й | сю(2799+®) = —sec 8. 
LA саа 

8. Deducir la fórmula general de reducción. 0 TOE 

Al examinar las fórmulas deducidas en e observa que la fórmula general de re- 
ducción es válida para los enteros n = 1, 2,3, Sec а ie 


entero n porque n - 90°+® es cofinal con. ángulos 26, 90°28, 180° +з, 22074. 
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9. Expresar como una función de cada una de las siguientes funciones: 
в) sen(a — 90°) 4) cos(-180* +0) 4) seniSA0* + 0) j) eos(480* — 0) 
8) сов — 90°) A sen(—270* — 9) h) tan(20 — 9) X) esc( 900 + 0) 
e) эе(—%-9%0) ^ f tan(8 360%) 0 кам" +0) 1) sen(-840* — 6). 


в) wen(V — 90) = sen(-90* + 6) = sen(—1 - 90° + 8) = eos û, el signo es negativo porque, cuando 
Wes un ángulo agudo positivo, el lado final de ¢ — 90° cae en el cuadrante Г. 


b) cos(0 — 90°) = cos(—90* + 0) = cos(—1 + 90° +0) = sent. 





e) sec(—8 —90°) = sec(—90* — БЕЗ 

Фев un Ángulo agudo posit — 90° cae en el cuadrante 
d) cos (1907 +0) = (cuadrante Ш) 
e (2700) = (cuadrante 1) 





f) tanto — 360) = tan(—4-90* +0) = tant (cuadrante 1) 
ameni +) = sen( 90° +6) = —sen ®. (cuadrante Ш) “ 
А) {ап(720°—%) = tang. 9070) = tano 





2000203600 0) - tan (0) = tan. ma 
i) tan +0) = an GO +0) tano 

T n2: 360 +0) i tanê. Aa 
J) 000 (480? =) = con(—5- 90° = = -een 8- 
А) esc(-900*4-0) = ese (10 = 90° +0) = ese 0. TER 


1)sen(-540*—8) = son(—6 + 907—0) = sent. 





(O кии: como funcionen de un бше positivo, en dos formas diferentes, cada una de Ias siguientes 
funciones: 






Ya) seni e) sema e) tan 108% 4) meneo 0 cae 865 hy eos - 6807) 
Шаан” V cosi” 7) ме 2607 A) cot900° J) sen(—100) 0 tan(-290. 


| men 130* = sen(2- 90* — 50°) = sen 50% d) cos 310° = сов(4 + 90° — 50°) = cos 50% 
 sen(l + 90° + 40°) = cos 40° = cos (3 + 90° + 40°) = sen 40° 


tan 305" = tan(4 + 90° — 35") = tan 35? — e) tan 165° = tani2-90* — 15°) = tan 15° 
= tan(3 + 90° + 557) = —cot 55° tan(1 909 + 75°) = —cot 75° 


€) sen 200° = dnl. 90° + 20°) = een 20° f) see 250° = sec (2 : 907 + 70°) = mec 
T sen(3 + 90° — 70°) = —eo 70* = sec (3+ 90° — 20°) = osc 20° 
4) sen 670° = sen(8 + 90° — 50°) = —sen 50° 
= sen (7 + 90° + 40°) = cos 40° 


о sen 670* = sen(310* + 360°) = sen 310° = sen(4 - 90° — 50°) = —sen 50° 
А) cot 930° = cot (10 « 90° + 30°) = cot 30° 

= cot {11 « 90° — 60°) = tan 60° 
o cot 930° = cot(210* + 2. 360°) = cot 210° = cot(2 + 90° + 30°) = cot 30° 
4) ese 865° = cac(10 + 90° — 35°) = csc 35° 

= csc(9 +90? + 55°) = sec 55° 
© csc 865° = csc(145° + 2- 360°) — csc 145° = csc(2 « 90° — 35°) = cse 35% 


j)seni—100*) = sení—2- 90° + 80°) = —sen 80% 
= sen(—1 -90° — 10°) = —cos 10° 


o sen(—100°) = —sen 100° = —seni2 - 90° — 80°) = —sen 80° 
o веп(—100°) = sen(—100* + 360°) = sen 260° = sen(2 ۰ 90° + 80°) = —sen 80° 


А) cos{—6807) = cos (—8 + 90° + 40°) = cos 40% 
= cosi —7 + 90* — 50°) = sen 50° 


о cos(—6807) = cos(—680* + 2 - 360°) = cos 40° 

L) tan(—290%) = tan(—4 - 90° + 707) = tan 70° 
T ааз. 90° — 20°) = cot 20° 

© tan(—290%) = taní—290 + 360°) = tan 70° 
. 
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11. Encontrar los valores exactos del seno, del coseno y de la tangente de: 
в) 120%, 6) 210°, c) SIB 4) —l35* Ө 240%, f) 380%. 

Sent, siempre agudo y positivo, el ángulo relacionado con $ cuando $ = 180° — û, 180° + 06 360° — 0. 
Entonces, toda función de $ es numéricamente igual а la misma función de t. En cada caso, el signo 
algebraico es el que corresponde a la función de acuerdo al cuadrante en que cae el lado final de $. 

а) 120° = 180° — 60°. El ángulo relacionado es 60°; 120° pertenece al cuadrante II. 

жеп 120° = sen 60° = 3/2, cos 120° = —cos 60° = —1/2, tan 120° = —tan 60° = — VS. 
b) 210° = 180° + 30°. El ángulo relacionado es 30°; 210° pertenece al cuadrante Ш. 

sen 210° = —sen 30° = —1/2, сов 210° = eos 30° = —/3/2, tan 210° = tan 30° = 9/3. 
e) 315° = 360° — 45°. El ángulo relacionado es 45°; 315° pertenece al cuadrante ТУ. 

sen 315° = sen 45° = —YZ/2, cos 315° = cos 45° = ТУЗ, tan 315° = —tan 46° = — 
4) Cualquier función de —135° es igual а la misma función de —135* + 360° = 225° =$. 

225° = 180° + 45". El ángulo relacionado es 45°; 225° pertenece al cuadrante III. 

sen(-135°) = -sen 45° = —VZ/2, cos(—138*) = —cos 48% = — 2/2, tan(—195% = 1. 
+) Cualquier función de —240* es igual a la misma función de —240* + 360° = 120°. 

120° = 180° — 60”. El ángulo relacionado es 60°; 120° pertenece al cuadrante II. 

жез(-240°) = sen 60° = 2, comí 240") = —con60* = —1/2, tan(-240*) = —tan60" = — vT 
f) Cualquier función de —330* es igual а la misma función de —330° + 360° = 30° 

sen(-330*) = sen 30° = 1/2, сой —830°) = cos 30° = УТ/2, tan(—930%) = tan 30° = 3/3, 

















12, Encontrar en la tabla de funciones naturales los valores correspondientes a: 





а) sen 125°14' = sen(180” — 54°46) = sen b4*46/ = 0,8168. 
b) cos 16040’ = cos(180* — 10*20') = —cos 1020" = —0,9838 
€) tan 200923 = tan(180* + 20%23/) = tan20%23' = 0,3716 
d) cot 2047 = со (180° + 70°44) = cot 70947 = 0,3495 
*) cos 313718" = cos(360° — 46°42') = сов46°42' = 0,6858 
f) wen 3419527 = sen(300* — 18*8) = —sen18%8' = —0,3112 


19, Si tan 25* = a, encontrar: 


в) fan 155° — tan 115° 


tan 3e Coots -а+їв _ таба 
14 tan 155° tan 115° 


1+ (tan (ceo 28%) "1 + al/a) ^ aa 








b) tan 205° — tan 116° _ tan25° — (—cot28) _а+1/а | ortt, 
tan 245% + tan 3305 7 cot28* + (tan 25) 7 l/a-a ` 1 at 





14, Si A + B + С = 180°, entonces 
а) sen(B-- С) = sen(180* = А) = sen A. 
D) sen + С) = sendüSo* — А) = senc90* — M) = сМ. 
1б. Demostrar que sen 0 у tan $t tienen el mismo signo. 
а) Supóngase que п 180*. Si n es par (incluido el cero), por ejemplo 2m, entonces sen(2m - 180%) 
taním - 180°) = 6, Se excluye el caso en que n es impar porque entonces tan {- 6 no está definida. 


8) Supóngase que 9 =n-180* + $, donde 0 < $ <180*. Si т es par (incluido el cero), 4 pertenece al 
cuadrante I o al cuadrante II y sen $ es positivo, mientras que 44 pertenece al cuadrante I о al cua- 
drante Ш y tani es positiva. Si n es impar, В pertenece al cuadrante ПІ oal cuadrante IV 
y sen 8 es negativo, mientras que 4 pertenece al cuadrante П o al cuadrante IV y tan t es negativa. 

16. Encontrar todos los valores positivos de # menores que 360° tales que sent = — $. 
Existen dos ángulos (véase el capítulo 2), uno en el tercer cuadrante y otro en el cuarto cuadrante. 

El ángulo relacionado con cada uno de ellos (véase el problema 11) es 30* cuyo seno es ++. 

Así, los ángulos buscados son # = 180° + 30° = 210° у 4 = 360° — 30° = 330°, 

Nota. Para obtener todos los valores de 4 tales que sen $ = —}, añádaso п. 360° а cada una de 
las soluciones conseguidas; esto es, 9 = 210° + д: 360° y # = 330° + п-360°, donde n es un entero 
cualquiera. 














o 
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17. Encontrar todos los valores positivos de 6 menores que 360° tales que cos? = 0,9063. 
Hay dos soluciones, $ = 25° en el primer cuadrante y 8 = 300° — 25° = 338° en el cuarto cua- 
38. Encontrar todos los valores positivos de $1 menores que 360°, tales que sen à = 0,6428, 
Los ángulos positivos menores que 360° tales que sen 6 = 0,6428 son & = 40° y 6 = 180% — 40% = 
140°. Ahora bien, si $4 ha de incluir todos los valores menores que 360°, 4 comprende todos los valores 


menores que 4. 360° ~ 1440*, Por tanto, son valores de 8 los dos ángulos encontrados y todos los co- 
“finales con ellos que sean, a su vez, menores que 1440"; esto es, 


= 40°, 400°, 760°, 1120” 140°, 500°, 860°, 1220* y 
{+ = 10%, 100%, 190%, 280%; 38°, 128%, 216, 308% 














J. Encontrar todos los valores positivos de # menores que 360* tales que sen 20 = cos}. 

Puesto que cos] à = aen(90* = 36) = senza, 26 = 90° — Fa, ui^ Fe, 810° фе, 1370*= jos 
Entonces $0 = 90°, 480°, 810°, 1170*,... y ө = 36°, 1807, 334*, 468%... 

Puesto que $6 = sen(90* + 34) = sen 29, 29 = 90* +40, 480° + н, 10 d. 
Entonces o = 90°, 480%, 810^... y ө = 60°, 200%, B®. 

Las soluciones buscadas son: 30°, 180*, 324°; 60°, 300%. 











PROBLEMAS PROPUESTOS 


20. Expresar como funciones de un ángulo agudo positivo, 





a) sen 145° 4) cot 155° 0) sen(-2009) J) еше, 
b) cos 215° e) sec 325% А) cos(—760%) X) sec 4657 
9 tan 440^ f) ев 190° i) tan(—1388°) 0) cse 825° 
Resp. о) men 35° 6 cos 55° 4) sen 20* 6 cos 70% 

b) —cos35* 6 —sen 65° А) cos 40° 6 sen 60° 

©) tan 80° 6 cot 10° 1) tan 55° 6 cot 35° 

d) —cot26* 6 tan 65" 7) eot 70* 6 tan 20° 

€) 100 35° 6 cac 55° A) -sec 85° 6 сю б" 

f) ~os 10° 6 nec 80° 1) esc 15" 6 вве 15° 

21. Encontrar los valores exactos del seno, del coseno y de la tangente de: 

в) 150°, b) 225°, e) 300°, d) —120", e) —210*, f) —315°, 
Rep. а) 1/2, –ү3/2, 1/43 d) VI, 1/2 Ут 

Ы VE, ута, 1 © 13, 3/2 - ШУТ 


9 -V3/2 1% -V5 DWi vim 1 


22. Encontrar en las tablas apropiadas los valores de: 


в) sen 155°13' = 0,4192 1) logsen12944,8! = 9,88586 — 10 
b) cos 10438" = 4) log sen 1107327" = 9,97146 — 10 








€) tan 305724! = А) log sen 162°35,6 ~ 9,47589 — 10 
d) sen 1149187 = 0,9114 1) log sen 128°20,5, = 9,82119 — 10 
€) cos.166°51 = —0,9738. j) log sen 174°22,7 = 8,99104 — 10 


23. Encontrar todos los ángulos, 0 5 8 < 360°, tales que: 
в) sent = уТ/2, b) cost = —1, c) sent = -0,6180, d) cost = 0,5125, e) tant = —1,5901 


Rep. a) 45°, 135° €) 218107, 321950" +) 125107, 3089107 
b) 180° d) 5910, 300750" 





24. Demostrar que cuando $ es un ángulo del segundo cuadrante, tal que tan 9 = —2/3, entonces 
y 2eni80! — 0) — con(180* — б yy iando + 0 + cB +) „2+ УВ 
tani270* + 6) + cot(380° — 0) vs sen (270° — 0) —eot (0) AVI 











CAPITULO 9 


Variaciones y gráficas de las funciones trigonométricas 


REPRESENTACIONES LINEALES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. 
Sea 0 un ángulo cualquiera dado, en posición normal. (En las figuras que aparecen а 
continuación se muestra 6 en cada uno de los cuadrantes.) Descríbase una circunferen- 
cia con centro en el vértice O, y cuyo radio se tome como unidad, Esta circunferencia 
corta el lado inicial OX de 6 en A, el semi-eje positivo de las Y en B, y el lado final 
de 0 en P. Trácese MP perpendicular а OX; trácense también las tangentes a la 
circunferencia en A y B. Las tangentes trazadas cortan el lado final de 6 (o su pro- 
longación en sentido contrario a partir de O) en los puntos Q y № respectivamente. 

















а. 


En cada una de las figuras, los triángulos rectángulos OMP, ОАО у ОВЕ воп 
semejantes y, en consecuencia, 
sen û = MP/OP = МР cot$ = ОМ/МР = BR/OB = BR 
сов = ОМ/ОР = ОМ sec 4 = ОР/ОМ = OQ/OA = ОФ 
tano = МР/ОМ = АФ/ОА = АФ сәсб = ОР/МР = OP OR. 





9 
se consideran positivos cuando están determinados sobre el lado final del ángulo, у 
negativos cuando están determinados sobre la prolongación, en sentido contrario, del 
lado final. 









GRAFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 












FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. Sea P un punto que se 
¡contrario al. movimiento de las agujas de un reloj, apartir de A, 
unidad, de tal manera que 8 = Z ХОР varía continuamente 
hasta 360°. En las figuras anteriores se observa que (С. = crece, D. = 


C. desde —1 hasta 0 





C. desde 0 hasta 1 

































С. desde 0 indefi- | C. desde grandes C. desde grandes 
nidamente valores negativos 
hasta O 
(O hasta +») (0 hasta +) (== hasta 0) 
D. desde grandes |р. desde grandes | D. desde 0 indefi- 
valores positivos. valores positivos — [nidamente 
hasta 0 hasta 0 
Cha Вама 0) | (0 hasta —«) (+a hasta 0) (O hasta ==) 
С. desde 1 indefi- | C. desde grandes |D. desde —Lin- |0. desde grandes 
жє valores negativos |valores positivos 
hasta —1 hasta 1 
(— hasta —1) Cho hasta 1) 
C. desde indef- |C. desde grandes |D. desde —1 in- 
en nidamente [valores negativos — |definidamento 
hasta —1 
(+u hasta 1) (ihasta +=) | (o hasta 1) | (1 hasta — e) 






GRAFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. En la siguiente tabla los 
valores del ángulo x están expresados en radianes. 











T 
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3e/2 

















Nota 1. Puesto que sen (1/2z-+x) = cos х la gráfica de y = cos x se puede ob- 1 
tener más fácilmente con sólo correr la gráfica de y = sen x una distancia igual a 2/2, u 
hacia la izquierda. 

Nota 2. Puesto que esc (1/22--x) = sec x, la gráfica de y = csc x se puede obte- 
пег más fácilmente con sólo correr la gráfica de y = sec x una distáncia igual a </2, 
hacia la derecha. 

FUNCIONES PERIODICAS. Toda función de una variable x, f(x), que repite sus valores 
en ciclos definidos recibe el nombre de función periódica. El menor conjunto de valo- 


es 27, mientras que el de la tangente y el de la cotangente es т. 













GRAFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


DEL SENO. La amplitud (máxima ordenada) y el período (longitud 
de y = sen x son, respectivamente, 1 y 2z. Dado un valor de x, el valor de 
a sen x, a>0, esa veces el valor de y = sen x. Así, la amplitud de y = a sen x es 
“a, y el período es 2«. Puesto que, cuando bz = 2, x = 2=/b,la amplitud de y = sen bx, 
Û > 0, es 1 y el período es 2«/5. 


La amplitud de la curva general del seno (sinusoide) de la ecuación 
у= asenbx, a>0,5>0, 


es a, y el período es 22/5. Así, la amplitud de la gráfica y = 3 sen 2x es 3, y el perío- 
do es 2/2 = x. La figura (a) muestra, sobre los mismos ejes las gráficas de y = sen x 
y y = Звеп2х. 








COMPOSICIONES DE SINUSOIDES. Mediante la combinación de dos о más sinusoides 
se pueden obtener formas más complicadas de movimientos ondulatorios. El siguiente 
ejemplo ilustra el método de sumar las correspondientes ordenadas. 

EJEMPLO. Construir la gráfica de y = sen x + 3 sen 2x. Véase la figura (а). 

Primero se construyen en los mismos ejes las gráficas de y, = sen x y y, = 3 sen 2x. 

Entonces, dado un valor х = OA., la correspondiente ordenada de А,В de 
y = sen x + З sen 2x es la suma algebraica de las ordenadas A,B, de у, = sen х y 
АС, de у, = 3sen 2x. También, А,В = A,B, + А.С, А,В = A,B, + AC, ete. 
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PROBLEMAS RESUELTOS 





la gráfica correspondiente a una longitud de onda de cada una de las curvas siguientes. 


рула o) y= anek dy ao 2 end + da 
Уе табх d y-icéx-1e + 40 





En cada caso se utiliza la misma curva y, después, se coloca el eje de las Y, y se escogen en los ejes 
las unidades que satisfacen los requisitos de la amplitud y del período exigidos por cada una de las curvas. 


5) y = 4sen x tiene amplitud = 4 y período = 2«. 

dy tiene amplitud = 1 y período = 25/3. 
y = 891/2x tene amplitud = 8 y periodo = 2«/1/2 = 4e. 

9 y = 2совх tiene amplitud = 2 y periodo = 25. Obwérvese la posición de las abecins. 

€) y = 3совл/2 tiene amplitud = 3 y período = de. 





«| 


y= inen y = sen 3r 





En C es 





yc dvd y denn 
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2. Construir la gráfica de cada una de las curvas siguentes. 
mits — 9 y sende — саах 
= sen 2x + cos 3x d) y = 3sen 2: + 2cos3r 











(a) ъ 


у = Зах + 2con de 


f. 


ETT 







(Ny = 2 con dx 


PN 














e @ 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


| 3. Delinear la gráfica correspondiente a una longitud de onda de cada una de las siguientes curvas: 
ay=30mx by-senin c) y=4mmmx/2 MY =A cox, e) y=2000x/3 


4. Construir la gráfica correspondiente a una longitud de onda de cada una de las siguientes curvas: 
a) y ах +2 cos x Ф y = sen 2x + sen 3x 
b) y = sen З= + cos 2: e) y = sen dx — cos 2x 
9 y = sen z + sen 2e П y = 2 sen 3: +3 cos 2r 











CAPITULO 10 


Relaciones fundamentales e identidades 


RELACIONES FUNDAMENTALES. 
Relaciones inversas Relaciones por cociente Relaciones pitagóricas 
csc 6 = 1/sen 0 tan û = sen 6/cos 6 sento + cos = 1 
sec 0 = l/cos 6 cot 0 = cos 6/sen 6 ltamü-seh у 
cot 8 = 1/tan 0 1 + сов = сво 
Estas relaciones son válidas para todos los valores de 6 еп los que las funciones 
contenidas en ellas están definidas. А 





Así, sen" 0 + cos? = 1 ез válida para todo valor de 6, mientras que лам 
sen 0/cos В es válida para todos los valores de $ en los que 0 está definida; es decir, 
para todo 6 7 n-90 donde n es impar. Obsérvese que en los valores excluidos de 0, 
cos 6 = Oy sen 0 # 0. 

Las demostraciones de las relaciones por cociente y de las relaciones pitagóricas 
aparecen en los problemas 1 y 2. Las relaciones inversas fueron estudiadas en el capi- 
tulo 2. (Véanse, además, los problemas 3-6.) 


SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS. Con frecuencia es con- 
veniente transformar en una forma más simple una expresión dada que contiene funcio- 
nes trigonométricas, 





0 
EJEMPLO 1. a) Usando cse 0 = ш; cos с В = cost pig = бетү = eot o 











5) Usando tan = шд, corttan ® = cos o rr, = sen. 





EJEMPLO 2. Si se aplicn la relación sen* 9 + cost 6 = 
а) sen 8 + sen cost B = (sent + cost 0) sen 0 = (1) sen 0 = ent. 


1 — sentê ene 
=т= кп мой 











Nota. La relación sen* ® + соё 6 puede expresarse сото sent 0 = 1 — cos 0 
y como cost € = 1 — sento. Ambas formas son igualmente útiles. 


[Véanse los problemas 7-9.) 


IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS. Una relación que contiene funciones trigonomé- 
tricas y que es válida para todos los valores del ángulo en los que están definidas las 
funciones recibe el nombre de identidad trigonométrica. Las ocho relaciones fundamen- 
tales son identidades trigonométricas; también lo son. 

сов 0 свс 0 = соё б y cos f tan 9 = sen 6 
que aparecen en el ejemplo 1, anterior. 
Para verificar una identidad trigonométrica se transforma uno de los miembros de 
Ja igualdad (cualquiera de los dos) en el otro. En general, se comienza por el mi 
más complicado. 
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> RELACIONES FUNDAMENTALES E IDENTIDADES - 


.. Para tener éxito en la verificación de identidades se requiere: Y 
а) Completa familiaridad con las relaciones fundamentales. | 
à) Completa familiaridad con los procedimientos de uma de fraccio- 


nes, etc. 
€) Práctica. 


(Véanse los problemas 10-18.) 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Î Demostrar las relaciones: tan 6 = sen 9/c08 6, 
Sot cos Sen 8. 


Рага todo ángulo б, sen 9 = у /r. cos = x/r, tan $ = y/x, y cot 8 = x /y, donde P(x, y) es un punto 
“cualquiera del lado final de ® situado a una distancia r del origen. 


= sen eet y ette Ž = ŠA бе. 


zaze 
xir Sir” vent 


х 


las relaciones pit 
"reet = i| |1 + tam = ПЕТРЕ! 
Ps (aT сото se definió en el problema 1, se tiene A) x + yt = rt. 
ET 1 у send cor = 1. 
A) pot at, 1 + (9/8  (r/s)* y Дф tant = secht. 
d ж divide sênî + cost = 1 por cost, EYe + 1 = GJ 6 tanti +1 = мо 
7 9 Sedivide A) por y^, (xf) + I= (r/y y сию +1 = ciet. 
"También se divide sens + cor = 1 por senta, 1 + (жүн = CL $ 14 cott) = сс. 


A. 3. Expresar cada una de las demás funciones de 0 en términos de sen 0. 
e coi = 1 — ae y coso = + VI RH, 





" cote 








E ORAT AI escribir cos # = VF TIFT se restringe el ángulo 0 а los 
Y cuarto) en los que el coseno es positivo. 
ise 


та 
=1 Flan y sect = + VT Fan, cost m 
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5. Utilizar las relaciones fundamentales para encontrar los valores de las funciones de 0, dado sen 8 = 3/5. 
А partir de сом = 1 — sentó, cost = 4 I вет = 4 VF — {3/5 = + V 18788 = + 4/5. 


Ahora bien, sen 0 y cos 8, son ambos positivos cuando û pertenece al primer cuadrante, mientras 
que sen? = + y совб = —, cuando $ pertenece al segundo cuadrante. Entonces, 





primer cuadrante segundo cuadrante 
smi 3/5 сов n 4/3 sen 8/6 cotê = 4/8 
cons = 4/5 e — 5/4 275 mes- 5A 





= 3/4 cet 5/5 


NON -эй ене -ал 








6. Utilizar las relaciones fundamentales para encontrar los valores de las funciones de f, dada tan 9 = —5/12. i 
Como tan = —, 9 pertenecerá al segundo o al cuarto cuadrante. 


segundo cuadrante 
вла 

t1 = I/lan$ = —12/5 

= TF - -13/12 
Пале» = 12/19 
VET = 13/5 

= 1/00 9 = 5/1! 





ig 








7. Efectuar las operaciones indicadas. 
в) (sen 0 — cos 0) (sen 8 + cos 0) = sen! — cosa 
B) (sen A + cos A)! = seniA + 2 sen А cos A + cod 
©) беп x + сов y) (sen y = cos х) = sen x еп y — sen x сов х + зеп y con y — con x con y 
d) (tam'A — cot A) = tanta — 2 tan!A cot А + сонд 


sen û + cos 0 
ena 


costa — 


ти 


ment 


DA o а 





8. Descomponer en factores. 
а) sentê — sen сово = sen 8 (sen 9 — cos 0) 
b) senta + sentê соё = sont (1 + cort) 
e) sento + sen sec à — 6 sect = (sen 0 + ec 0) (sen 0 —2зес®%) 
d) sens cost — senti cost + sen $ cos? = sen ® corte (sentó — sen сова + 1) 
e) sento — costó = (senta + costi) (етиб — соё) = (sentê + cost) (sen Y — cos) (sen 0 + cos 0) 





9. Simplificar cada una de las siguientes expresiones. 


в) 1000 — sec sent = sec 9 (1 — ento) = see ice = с cost = cos 0 


1 cos _senticost 
DE E „1 


€) sen (1 + сом) = вез сво = мың “1 








— 
)* + (sen ® —cos 6)! = sento + 2 sen cost coss + senta 
m —2sen bcos 8 + costo = Z(sent + cos) = 2 





РД сона 
¿costo + cotî sentê = PETS costs DET sen" = seni + cotê = 1 


cost sent O+ senê) + cort 
Th send eos П + sen 6) 








senê + 1 


1 
7 сдава) 7 шз” ® 


ЕЕ 


an^ вести = (sec — 1) sees = sect) — весе 6 
= (1410090) tanda = бадо + tanto 









[Ен s 
E corr ES” 0 ( sens) 1 — sens 
as “ET E Sex 
Did у= d 
ia 
sens —senzeosx _ senz 0 — cone) 
сах EIL а 


dca i 
тент 


дат сон) 7 mx + coss) 
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jg OLA EA —sem A А dor 








E» нА ¢ 
con 4 cotA — sen Atana EA д PAGA coe sem 
ce A sec A AT Т ЗНА нА 
жал ыл 


m Cos A — een A) (eo A Econ A май жел) oe 4 cos Asen A E 1 cos A men A 


cos A sen 
үз eme ED ene +1 
"send + coef сов 


send H1 „ (seno ¥ (Gens teas —1) _ бепе + sentcost + cos 
vost сов 0 (sen 6 + сөй 1) cos 6 (rent + cort — 1) 





1 








m Lco) + sen dcos $ + сон _ со} Gent — cost + 1) gent = cost +1 
costen o + соке —1) ^ cow ini сова —1) 7 seni сона T 








= tant кесе 








їап! + восе —1 _ tant + sect + tant — secti _ (tans + sec 0) (1 + tan à — seo 0) 
iano —вес FI Tan — weeê +1 [DEL IE 

= tan + heco 
$ " 


лө нез = (шая + ней E IAEA 








S 1 _ =1 + and + wet 
Tan — весе d 


Nota. Cuando se expresan en términos de sen 4 y cos t, estas identidades se convierten en las identida- 
des del problema 17. 














19, Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de t, dado sen 4 = 2/3) 
Resp, Cuadrante 2/3, v8/3, 2/48, Y5/2, 3/ 5, 3/2 
Cuadrante П: 2/3, — 5/3, -2/48, - VS/2, —3/у/5, 3/2 
(30. Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de 6, dado cost = 
Rep. Cuadrante IL: VIT/6, —5/6, — VIT/S, -5/VM, 
Cuadrante Ш: —yTI/6, —5/6, уТТ/5, 5/ TI, 
21. Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de 6, dada tan 6 = 5/4. 
Resp. Cuadrante / VAT, 4/ vTI, 5/4, 4/5, VTL/A, VU /5 
Cuadrante ПШ: —5/y41, —4/ уй, 5/4, 4/5, — ULM, — 1/6 
122. Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de t, dada cott = — y3. М 
Resp. Cuadrante Il: 1/2, —V3/2, -1/у8, =F, -2/48,2 ч 
Cuadrante ТУ: —1/2, V8/2, —1/VY, - VS, 2//%, -2 
28. Encontrar el valor de See teost -tant cuando tan Y = —4/3. 
Reip. Cuadrante II: 23/5; cuadrante IV: 34/35 


















25. (1 — вон) (1 + tantA) = 1 
27. сек (1 — costz) = 1 


1 —?еоёА 
29 Aca < RA t4 


31. sen A cos A (tan A + cot A) = 


ост 
39) rhn = set tant 
leer. wer-l x 

ETFs" merti ta 


37. tan $ — cse Saec 0 (1 — 2 cos) = cott 


sen x + tanz 


EEEH semana - 











CET 
DEI 1 — sen ocot 
sen 
Aa coto + pini amimi. 





44. (tanx + tany) (1 — cotz cot y) + (eot + со! у) (1 — tan x tany) = O 
46. озеп» 





Усов) + (к cos 6 +y sen бу = xt + у* 
46. (2rsen à cos 0)! + ricos — sent) = ra 
4T. (rsen 0 сов $)* + ( rsen 6 sen $) + (r cos sja = rt 


CAPITULO 11 


Funciones trigonométricas de dos ángulos 


FORMULAS PARA LA SUMA. 
веп(а + $) = sens cos $ + cos a sen $ 
cos(a + $) = cos а cos & — sens sen $ 


Las demostraciones de estas fórmulas se encuentran en los problemas 1-3. 


FORMULAS PARA LA DIFERENCIA, 
sen(a — $) = sen a сов $ — cos a sen $ 
cos(a — $) = cos x cos B + sena sen $ 

-g= mna tang 
mas TX 


Las demostraciones se encuentran en el problema 4. 


FORMULAS РАКА EL ANGULO DUPLO. 
зеп 22 = 2 sen a сов a 
сов 2а = costa — senta = 1 — 2 веп'а = 2 costa — 1 
2 tana 


unito Tp ae 





Las demostraciones se encuentran en el problema 10. 


FORMULAS PARA EL ANGULO MITAD. 


sen jô = + Ls 


cos jê = + PE 


— cx _ sent 
TF cos I + соз 





tangê = + 





Las demostraciones se encuentran en el problema 11. 
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE DOS ANGULOS. 





PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Demostrar que 1) sen(s + $) = sena con + cosa senê 
y 2) cos(a + $) = cosacos — senzseng Cuando a y б воп ángulos agudos positivos. 


Y 











в) 


Sean a y $ dos ángulos positivos agudos tales que a + $ < 90° (Fig.a) y а + > 90* (Fig. b). 

Para construir estas figuras colóquese el ángulo « en posición normal y, después, colóquese el ángulo 
de tal manera que su vértice caiga en O y que su lado inicial coincida con el lado final del ángulo а. 
Sea Р un punto cualquiera del lado final del ángulo (а + $). Trácense los segmentos PA, PB, BC y 
BD de tal manera que PA sea perpendicular а OX y BD perpendicular a AP. , 


Entonces, АРВ = а porque sus lados correspondientes (OA у AP, OB y BP) son perpendiculares. 


De donde, 
Kp aE AD KDP CB LDP са ADE UR Оа ШР ав 
pae nh OBRA ОР ОР +OP ~ ОН `ОР * BF ‘OF 





= sen acos + cos asen р 


«җа + j 94. OC AC 00, DB „сос: ¡DB „ ос OB _ ЮВ. BE 
i 2 OP ^ ОР ^" ОР "ОР OP "OB'OP – BP'OP 





= cos acos $ — sen asen e 


2, Demostrar que las fórmulas 1) y 2) del problema 1 son válidas cuando а y $ son ángulos cualesquiera. 


Primero se comprueban las fórmulas para el caso а = 0%, $ = 0°, Puesto que. 
sen(0* + 0%) = sen O° cos 0" + cos O* sen O" = 0-1 + 1:0 = 0 = sen 0" 
у cos(0* + 0°) = cos O° cos 0* — sen 0" sen OF = 1.1 — 0-0 = 1 = cos 0% 
las fórmulas son válidas en este caso. 
Ahora se demostrará que, si 1) у 2) son válidas para dos ángulos cualesquiera a y $, воп válidas 
también cuando, por ejemplo, а se aumenta en 90°. Sean a y ẹ dos ángulos cualesquiera para los cuales 
son válidas las fórmulas 1) y 2), y considérense las fórmulas 
в) sena + $ + 90°) = senla + 90") cos В + cos(a + 90°) sen $ 
у b) eoa + 6 + 90) = cosa + 90°) cos $ — senla + 90°) sen B- 


Conforme а las fórmulas de reducción estudiadas en el capítulo В, 
sen( + 90°) = cos 0; cos(8 + 90°) = —sen 6, se sigue que 
senta + 84909) = cos(a + f), cos(a + 2 + 90°) = —senía + P). Entonces, (a y b) ee reducen а 


a!) cola + B) = cos acos $ + (sena) sen $ = cos acos $ — sen «sen $ 
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У b) —senla +$) = sen aco $ —cos asenê 6 
ма $) = sen scos $ + cos «senê 
que, conforme а lo que se ha supuesto, son relaciones válidas. Así, a) y 6) son relaciones válidas. 


Estos mismos argumentos pueden emplearse para demostrar que, si 1) y 2) son válidas para dos 
ángulos а y f, son válidas también cuando $ se aumenta en 90°. Con esto, las fórmulas son válidas 
Cuando tanto s como $ se aumentan en 90”. Por otra parte, cualquier ángulo positivo puede eapresarae 
сото un múltiplo de 90* más t, donde $ es 0° o es un ángulo agudo. De este modo, mediante un número 
finito de repeticiones de los mismos argumentos, se prueba que las fórmulas son válidas para dos ángulos 
positivos cualesquiera dados. 

Se deja al lector la demostración correspondiente al caso en que, en vez de aumentar el ángulo, éste 
disminuye en 90*, con lo que podrá probar que, cuando un ángulo es positivo y el otro negativo o cuando 
ambos son negativos, continúan siendo válidas las fórmulas 1) y 2). 





Aes але) = равана. 


tanta + д) ш REHA) sen acosa + cos asen g 


cos(a Hp)” Cos acos A sen «sen A 
sena conf, cos asena 
Gon mcos + ож зс _ tan a tang 
со mcos _ sen а sen, — tan atang 
Cos acos g eon acon f 





4 Demostrar las fórmulas para la diferencia. 
тоз — $) = sen [a + (—5)] = senacos(—9) + cos asen(—p) 
sen а (cos $) + cosa (sen $) = sen acos $ — cos asen f 
cone = f) = con [ a +(—8)] = conacos(—5) — sen «sen(—p) 
= cos a (cos $) — sen а (—aen $) = cos =cos $ + sen asen $ 
tan a + tan(— 
ТОЕ = ERE 
_ ns + (ta) tana tan 
Тапа (барб 7 1 бал абаа 





208) Encontrar los valores del seno, del coseno y de la tangente de 15°, mediante a) 15° = 48* — 30° y 
“Тул = eo — ar 


а) wen 15° = өем? — 30°) = son 45° cos 30° — cos 45° sen 30° 
iov 1 EAS so» 


Ta 2 ута аут 

сов Ц = pois — 30°) = cos 45° cos 30° + sen 45° sen 30° 
Ya 

Lin 






tan 15° 
b) маш” 
oe 16" = con" — 49) = coi BD? eta 45" + sen Өз ева, = 1-1. 


de dan 60% —tan 45 _ Y8—1 
Mani = ngos — asf) = 602 — tan 45° _ 2 
7" ix tan GOP an VETI VE 
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6. Demostrar: а) sen(45° +64) —sen(45° —%) «увер 6) sen(30* +6) +cos(60* +4) = cost. 
в) sen(45* +0) —sen(45° — €) = (sen 45° cos 9 + cos S^ sens) — (sen 45° cos 6 — cos 45° sen 0) 
1 
= 2cosdi sens = 2 Lens = уаш 
v 





B) кыдо" + 0) + ене +8) = (sen 30^ cos 8 + con 30° өеп 8) + (cos 60° сов 8 — sen 60% sen 0) 
= Фоне + rent) + (f cose — sens) = cono 





ВО Тоне =, а гаан ана,‏ ا و ا 
d) (sen а cos $ — cos а sen $)! + (cos а cos $ + sen asen ў)".‏ 


в) веп(а + 0) + зеп(а — $) = (sen «cos B + cos s sen $) + (sen а cos $ — cos «sen f) 
= 2 sen acos $ 


(cos x cos $ — sen a sen $) — (cos a cos $ + sen «sen f) 
—2 sen a sen $ 


b) coala + p) cosa — 9) 


iana + 0 -tane ol ca] 
or 2 ма, 


d) (en э сов $ — cos asen ф)* + (cosacos f + sen asen р)» = sentía — 8) + cos(a — p) = 1 





8, Encontrar senía + $), cos(a + B, senta — $), cos(a — $) y determinar los cuadrantes a qué perteno 
сеп (а + 9) y (a — p), dados 


їй в) sena = 4/5, сой = 5/13; ay pen el cuadrante I. 
$) зеп ж = 2/3, cos $ = 3/4; а еп el cuadrante П, $ en el cundrante IV. 


а) cos a = 3/5 y өөп = 12/19. 





SEED minime pmi Е А 
m 
cd = con con магма; = $. چ‎ 
tele gc seme -oon ê = 08-8 7 
у - 
эе лише ЫГЫ 
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b) cosa = —vV5/3 y seng c —V/T/A. | 





sens) = nen acos Û + cos asen B 


cos(a + $) = cos acon ê — sen «sen $ 





senla — $) = sen acos ê — cos «sen B 






(a =p) en el 
=3V8 — 2 /T cuadrante IT 
Y 


cos(a = $) = cou soos + sen авер = «EA 








У m Pese — 1, 
9. Demostrar: a) cot(a +p) = берс? 
i 1—tanatenp _ 
0) cote + 7 usur T Чапа F tanp 








A -pi SMseo(-9)—1 _ -eotscotg —1 _ eotacotp +1 
а пее Ee: арра соны | 


10, Demostrar las fórmulas para el ángulo duplo. 


En sen(a+ $) = senacosp+cosaseng, соба + f) = cosacos — sen asenê y 
fans + tanê 
1 tan atan $ 

sens = зеп acosa + сов авепа = Zsenacos s, 


сов 2a = сова сова — sen «sen a 

= costa — senta = (1 — senta) — senta = 1 — Zoenta 

= costa — 1 — costa) = 2cota — 1, 

+ лава +{апа _ 2tana 
ro dz ziana 7 T — tanta 


tans + = tómese $ = а. Por tanto, 











1l. Demostrar las fórmulas para el ángulo mitad. 
En cosZa = 1 — 2 sente, tómese a 








оне 12m е ج‎ ===, 
En сов 2з = 2cos'a — 1, tómese а = фа. Entonces, 
ع1 ۔ و رر وإ د ومن‎ И TEES, 
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sento т=з 

г E costo E 
[ET DEED 
A ETT Md ife 











ELDRED 
П + cos 0) (1 — cos t) 


Nose necesitan aquí Los signos + porque tan фу nen tienen el mimo] 
у, además, 1 — cos ® es Siempre positivo. 


12. Utilizar las fórmulas para el ángulo mitad para encontrar los. 


а) sen 15° acm. - (ETE ya AA 
haa. EE . -/ = 


13, Encontrar los valores del seno, del coseno y de la tangente 
rante 11 y 8) coa б = 9/7, en el cuadrante IV. 
rx 









MERI 
mpm mg 


1-cw* 1412/3 _ 
tate- TEM 5 


b) sent = 2110/7, соев = 3/7. у Lo en el cuadrante П. 


M E -э# 
RE 


14Dexcdr qui SARE AS 
e sende = }a = ent corto - 1 kem. 
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a) Se obtiene de sen 2a = 2 sen x cos а cuando а= 16. 


ЕТТЕР cis dc ai 





©) Se obtiene de tan фа 





d) Se obtiene de cos 24 = 1 — 2 senta cuando « = 34. 
€) Se obtiene cuando sen $$ = +, [== y  cwje- & ag. 


15. Expresar о) sen 3a en términos de sen s, b) cos 4з en términos de cos a. 
a) send = sonda + s) = sen Za cos а + cos Za sen a 
= (Quen acosa) cos a + (I — 2 senta) sen » = Zsen з сота + (1 — 2 senta) sen a 
= 2sen а (1 sena) + (1—2 senta) sen а = 3 sen а — 4 sonta. 
b) coda = cos 2(2a) = 2cost2a—1 = 2(2 costz — 1)t— 1 = 8costa — 8 coma + 1. 


16. Demostrar que cos 2x = costr — sentr. 
costz — sents = (cose + senta) (cox — sentz) = cosx — sente = cos 2r 


ва 
"nxor 
та кешт _ gens биа) ea — ten x con x + corti) 
жек mui yer 

Ti ES O sic ente 


17. Demostrar que 1 — {sen 2t = 





18. Demostrar que cos? = sen( + 30°) + con(0 + 60°). 
sen(û + 30%) + соб + 60°) = (sen # cos 30° + cost sen 30°) + (cos ® сов 60° 
1 


1 4 
sent + lee + eae — somo ee 








sen ü sen 60°) 


19. Demostrar que cosx = ^ 











i 2 
Len AER 
rec perro ае 


Vrai o уре E Ue ee 


Lex enr 
cosx F menx ` 
cosx + ех _ cosr—snr _ (сох 4 sen x) = (E — sen x) 


20. Demostrar que 2 tan 2x = 











cosx nens 7 cosx Feens (cosx — ena) (Cons F sen 1) 
_ (coz + 2 sen & ca x + senta) — (соб — een s cob x + sens) 
cors meme 


Asemrcwr lente y i اھا‎ 
“бт RE ош - unie 


21. Demostrar que sentA = $ =} cos2A- d conta 








senta = (sentaje = О S24 a > сї ы cia 


14 easa 


1 
= 10 2coza + LESS 
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22. Demostrar que tantz = tantrsectr — балх sec'z + secz = 1. 
tante = tantetante = tante (secs — 1) = tants gecîz — tante tante 
= tante secta — tans (sect — 1) = tanta seeîx — tarz a6ol + tante 
= tants sects — tant secta + secta — 1 


23. Demostrar que А + В + С = 180°, si sen 2А + sen 2B + sen 2C = 4 sen А sen B sen C. 
Puesto que C = 180° — (A + B), 

sen2A + sen 2B + sen 2C = sen 2A + sen 2B + sen [260° — 2(A + B)] 
= sen 2A + sen 2B — sen 2(A +В) 
= sen 2A + зеп 2B — sen 2А cos 2B — cos 2A sen 2B 
= (sen 24) (1 — cos 2B) + (sen 2B) (1 — coa 2A) 
= 2sen 2A senB + 2 sen 2B sent 
= 4 sen A cos A semtB + 4 sen B cos B senta 
- 4 sen A sen B (sen A cos B + cos A sen B) 
= 4 sen A sen B sen(A +В) 
= 4 sen A sen В sen [180° — (A + B)] = 4 sen A sen B sen C. 


24. Cuando A + В +C = 180°, demostrar que tan A + tan В + tan C = tan A tan B tan C. 
Puesto que C = 180° — (A +В), 


tan A + tan B +tanC = tan AE tan B + tan [180° — (А + В)] = tan A + tan B — tan(A + B) 


-anA + мав — ung = nA tan В) O -roan up) 
دما‎ 4 ttan B) )- ГВА ВВ). -tan A tan B рава Же К, 


= -tan A tan B tan(A + 





= tan A tan B tan [180° — (A + B)] = tan A tan В tan C. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 





26. Encontrar los valores de sen(a + $), cos(a + $) y tan(« +$), dados: 
а) sen а = 3/5, cos à = 5/13, a y $ en el cuadrante I. Resp. 63/65, —16/65, —63/16 
b) sen а = 8/17, tan 8 = 5/12, a y $ en el cuadrante I. Resp. 171/221, 140/221, 171/140 
е) cos a —12/13, cot $ = 24/7, s en el cuadrante IT, $ en el cuadrante Ш. 
Resp. —36/825, 323/325, —36/323 
d) sen а = 1/3, sen $ = 2/5, a en el cuadrante I, $ en el cuadrante П. 
AVI- VH, 2412/49 4v 
15 15 2+1 
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27. Encontrar los valores de senta — $) y tan(« — $), dados: 





а) sena 
b) sena 





3/5, seng = 5/13, зу p en el cuadrante I. 
/Y1, tan $ = 5/12, a y $ en el cuadrante I. 


Resp. 16/65, 63/65, 16/63 
Resp. 21/221, 220/221, 21/220 


e) cos a = —12/13, cot = 24/7, а en el cuadrante П, $ en el cuadrante I. 


Resp. 204/325, —259/825, —204/258 


d) sen a = 1/3, sen $ = 2/5, а en el cuadrante II, $ en el cuadrante 1. 





Demostrar: 


а) wen(a + 6) — wêna — B) = 2 сова sen $ 
b) cos(a + B) + cos(a — 8) = 2 cos a cos $ 


mA dede e 
= 
ае ате c 

cota — " i — tama tarîf 





15 15 
pane). tanx + tan y 
mw =y) 7 Т + tan tan 


EEE 





E 





A) sen(s + f) senja — 8) = sent 


ошм жэ ж = майк кв жий ГЕ ЕЕ д не кнр заа. 


29. Si A y В son ángulos agudos, encontrar A + В, dados: 


a) tan A = 1/4, tan B = 3/5. 
b) tan A = 5/3, tan B = 4. 





Sugerencia: tan(A + B) = 1. 


Resp, 45° 
Resp. 135° 


Si tan +y) = 33 y tanx = 3, demostrar que tan y = 0. 


/81.) Encontrar los valores de sen 29, cos 24 y tan 28, dados: 


® 


а) sen 4 = 3/5, en el cundrante I. 
b) sen 
€) sen ¢ 
d) tan 0 
A tan o 





32. Demostrar: 
a) tan 9 sen 20 = 2 senta 
b) cot 6 sen 29 = 1 + cos 26 


PIT 


отсок"! +} ам 


a) een 24 1 nA 
Ооз 4 “TF tana 





ETT 
Liesa 


A 


Resp. 24/25, 7/26, 24/7 
Resp. — 24/25, 7/25, -24/7 
Resp. — 3/2, 1/2, = 

Resp. — 5/13, 12/13, —5/12 


Qu س1‎ de 
шый ИЕ 








= coto 


0) сов 3# = 4 cort — 3 cost 
1 


cos 4x 





33. Encontrar los valores del seno, del coseno y de la tangente de 


в) 30"; dudo сов 60° = 1/2. 

b) 105°, dado cos 210° = — (3/2. 

c) {%, dado sen $ = 3/5, еп el cuadrante I. 
d) 0, dado cot 28 = 7/24, 25 en el cuadrante I. 


Resp. 1/2, V8/2, 1/43 
Жер} + VS, AVIV, +у% 
Resp. 1/4/10, 3/18, 1/3 

Resp. 3/5, 4/5, 3/4 


€) 5,йайо соё 28 = —5/12, 28 en el cuadrante П. Resp. 9/4/13, 2//13, 3/2 












aa 
€) беп do — condo = 1 — seno 
dj tando = cse в — cott 





3 que en un triángulo rectángulo ABC, donde C es el ángulo recto: 
mena - وو‎ SEL ula - Ме. и y ERE 


mene o) RSE оваа ل‎ tan 50t — tan 40t = 2 tan 10. 








+ B + С = 180°, demostrar que: 

А (a) зев А + зеп В + sen С = d coa}A eos] B cos}C 
b) cos А + con В + con С = 1 + 4 senda sen}B sen}C 
метл + semB — senC = 2зеп A sen B cos C. 

E teria tanfB + tanẸB tenfO + tanfC tanta =1. 





CAPITULO 12 


Fórmulas para sumas, diferencias y productos 


PRODUCTOS DE SENOS Y COSENOS. 
sen а сов $ = Jísen(= + $) + веп(а — §)| 
cos aseng = jisen(a + 6) — веп(а — 8)] 
cos a сов $ = -{сов(а + $) + cos(a — $)] 
sen asenê = — {cos(a + $) — cos(a — 8)] 


Las demostraciones de estas fórmulas aparecen en el problema 1, 


SUMA Y DIFERENCIA DE SENOS Y COSENOS. 
sen А + sen В = 2веп КА + B) cos КА — B) 
sen А — sen B = 2cos KA + B) sen KA — B) 
cos A + cos В = 2cos А + B) cos KA — В) 
cos A — cos B = — Fena + B) RA — B) 


Las demostraciones de estas fórmulas aparecen en el problema 2. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Deducir las fórmulas de los productos. 


Puesto que sen(s + û) + sen(a 





= (sen acos B + cos cong) + (sen a cos $ — cos a sen $) 
= 2sen acos h, 


sen асов ф = lisen(s + $) + senfa = BI. 
Puesto que веп(а + 8) — sen(a — 8) = 2 соя asen, 
cos asen б = отба +6) — senla — B). 


Puesto que cos(a +p) + coals — 9) = (cos acos — sen senp) + (cos acos $ + sen авер) 
= Zeon асе 


cos acos р = Hiconía +8) + cos(a — B. 


o Rs de NE 


Puesto que соба +) — cos(a — $) = — 2 sen asen $, 
sen авеп р = —lícos(a +8) — costa — 01 


2. Deducir las fórmulas de las sumas y diferencias. 7 cce 


Sen obo Aya- B= шее = -HA +2) y $ HA — B). Entonces (ver problema 1) 
sen(s + D + sena — 8) = 2 son «cong puesto que sen A — sen B ~ 2 sen ЈА + В) сое НА — В), 
sen(s + 6) — sena — 6)  2c0s hen puesto que sen A + sen B = 2 cos A + B) sen A — B), 


84 FORMULAS PARA SUMAS, DIFERENCIAS Y PRODUCTOS 


cos(a +6) + cos(a — $) = 2 сов a cos 8 puesto que cos A + cos В = 2cosd(A + В) соф — В), 
cos(a + $) — costa — $) = =3 sen a cos $ puesto que cos А — cos В = —2senfiA +В) senfía — В). 


3. Expresar como suma o diferencia: 
а) sen 40° cos 30°, b) cos 110° sen 557, c) cos Sü* сов 35%, d) sen 55° sen 40°. 
а) wen 40° cos 30" = Jisen(40* + 30") + sen(40* — 30°)] = Hsen 70* + sen 10°) 
b) cos 110° sen 55° = Jísen(110* + 55°) — sen(110" — 55°)] = Hsen 165° — sen 55°) 
e) cos 50* con 35° = Heon(Go + 35°) + cos(80* — 35*)] = Feos 85* + cos 15°) 
d) sen 55° sen 40* = Heca” + 40°) — cos(55* — 409] = — cos 95" — coa 15°) 


4. Expresar como producto: 
а) sen 50° + sen 40*, b) sen 70° — sen 20°, c) cos 55" + cos 25°, d) cos 857 — cos 78%. 
в) sen 50" + sen 40* = 2 sen }(50* + 40") cos {50° — 40") = 2 sen 45* cos 5* 
ê) ма 10° — sen 20° = 2 cos KIO" + 20°) sen (10° — 20°) = 2 cos 45° sen 25° 
€) cos 55° + cos 28% = 2 ca HSS" + 25") cos dió" — 25°) = 2 со 40* cos 16° 
d) cos 35" 





— —2 mda 46") sen H98 — 7) = — 2 нев 55 sen (20%) 
— 2 sen GO oon 20° 


DET 2А NN 
F con Р 






„n Зов А + 24) сов АА — 24) _ sen 3A 
2 cos HAA + 2А) сое {аА — 2А) — cos ЗА 





= tan 3A 


soma — senB _ tanda > B), 
fen A TF senB 7 tan (A + B) 


sen A — sen B _ 2 сое KA + В) sentía В) еза -в 
SATS da daos IA офат 








ИЕ TE totam pt 


cosx senti = (sen x cos x) cos к = fuente cos х = ¿(sen 2) Gen 2e cos 3) 


1 


Len te) leen 32 + sen 0] = беп dr sen 2r + sen 2x sen 1) 





= $ {Hoos 5x — cos x) + [Hoos 3 — cos =} 


1 
= j 2 con x — cos 35 — cos 5x) 


в. Demostrar que: 1 + cos 2x + cos 4r + cos Gr = 4 cos x cos 2x cos 3z. 


1 + (сов 2x + cos 4x) + cos 6x = 1 + 2сов3х сов x + cos 6x = (1 +cos6x) + 2008 Зх cosx 
С 2cos 3z + 2 cos 3к cosx = 2 сов dx (сов dx + cos х) 
С 2 cos 3s (2 cos 2r cos х) = 4 cos x сов 2 cos dx 
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9. Expresar 4 cosx + 3 sen x enla forma ccosíx — a). 
Puesto que с сов(х — a) = ecos xeos a + sen x пеп з), ве1ота с сов a = 4 y caen a= 3. 
Entonces cosa = dc y sens =3/c. Puesto que senta + costa = 1,0 = 5 y —5. 

Ya que с =5,c08 а = 4/5, sen а = 3/5, y a = 36°52, Así, 
deosz + 3senx = 5 cosíx — 36°52). 
Puesto que e = —5, = = 216°52 y 
4cosx + 8зепх = —5 cosir — 2165527). 





10. Encontrar los valores máximo y mínimo de 4 cos x + 3 sen x en el intervalo 0 5 х 5 2x. 
Begin el problema 9, 4 cos x + 3 sen x = 5 сот — 36°52). 
Ahora bien, en el intervalo dado, cos $ alcanza su valor máximo 1 cuando ® 0, y su valor mínimo —1 
cuando 9 = x. Entonces, el valor máximo de 4 cos x +3 sen x es 5 que se obtiene cuando x — 36°52" ~0 
o cuando х = 36°52', mientras que el valor mínimo es —5 que se obtiene cuando x — 36°52’ = x ó 1 
cuando x = T1882". | 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


11. Expresar como suma o diferencia de senos о de corenos cada uno de los productos siguientes, 
в) ven 38° сов 25° = Hen 60* + sen 10°) 
В) sen 25° cos 75° = Jaen 100° — sen 50°) 
©) сов 50° cos 70° = (сов 120° + сов 20°) 
d) sen 130° sen 55° = (сов 185° — cos 769) 
€) sen 4х сов 2: = Hsen 6x + sen 2x) 
f) зеп х /2 сов 3x/2 = Jisen 2x — sen x) 
4) сон 7х cos 4х = cos 11% + cos dx) 
A) sen Gx sende = сов 9x — сока) 
12. Demostrar que: 
в) Buenas сов 189 = AVT +) у ешш" YS +, 


b) Puen 82) cos Эе - RT VD, o) Zoen лате sen Sf = ida V5. 


13. Expresar como producto. 
а) вап 50° + sen 20° = 2 веп 35" сов157 е) sen4x sende = 2sen 3x cos x 
b) sen 759 — sen 35° = 2cos 55° sen 20° f) sen7T8—sen3 = 2 с0а 58sen 20 
©) eos 659 + cos 15° = 2 сов 40° сов 257  g) cos60 +cos29 = 2 сов 48 cos 20 
d) сов 80° — cos 70° = — 2зеп15°веп5* — A) сов 22/2 — сов9:/2 = 2 sen 3x sen 3:/2 


14. Demostrar que: 
в) sen 40° + sen 20° = cos 10%, ©) cos 465° + cos 165° = — y8/2, 


E sen 75? — sen 15° 
5) sen 1057 + sen 15° = убу» om 1/8. 

















sen A + sen DA sen2A + sen 4A 
MIA ошай A P condi Feasa > 4 


жай Hsen B _ tan КА + ВУ cos A + cos B 
тА вез ^ tan НА — B) ошасын c9 A -By oot KA m 
e) send + sen 28 + sen 30 = sen 2% + (sen @ + sen 39) = sen 20 (1 + 2 cos 0) 
| cos à cos 28+ coa 38 = cos 29 (1 + 2 cos 
R) sen 20 + sen 48 + sen 6% = (sen 2% + sen 46) + 2 sen 39 cos 30 
T doe 8 cos 23 sen i 
y FED sen Gx + sen T4 + жад _ (Genz + sen 9) + Genz зева). pan 
cos Зх + сов бх + сов 7x + сов 9х ^ (cos Зх + сов 9x) + (сов 5x + сов 7х) 





9 








/— 36. Demostrar que: 
y в) cos 130* + cos 110" + cos 10” = 0, Б) cos220* + cos 100° +cos20° = 0. 


17. Demostrar que: 
в) coro sen = d (2 sen 0 + sen 30 — sen 64) 
D) costo oeni = giy (2 — cos 20 — 2 cos 40 + cos 60) 


e) coth de (10 cos +5 cos 38 + cos 59) 





jg (10 sen — 5 sen 34 + sen 50) 


а) 4comz + Suen x en la forma ¢ sentz +). Resp. 5 senz + 53°8°) 





%) 4совх + Suen x enla forma eseníz — Resp. 5 sen(x — 20002") 
seni — cosx enla forma c sen(x — а). Resp. VI seníz — 457) 
4) 5 cos 3t + 12 sen 3€ en Ia forma c cost = a). Resp. 13 cos(3e — 67237) 


i 19. Encontrar los valores máximo y mínimo de cada una de las sumas del problema 18, y los valores de x 
1 o de t, entre 0 y 2+, donde aquellos se obtienen. 


Resp. а) Máximo = 5, cuando x = 38°52' (por ejemplo, cuando x + 53%! = 90%; mínimo = 
i cuando x = 216°62'. 
Оске T q 
Máximo = \/З, cuando x = 135°; mínimo = — = 315°. 
y d) Máximo = 13, cuando t = 22°28'; mínimo = —13, 

















CAPITULO 13 


Triángulos oblicuángulos. Resoluciones no-logarítmicas 


TRIANGULO OBLICUANGULO es aquél en que no es recto ninguno de sus ángulos, En 
un triángulo obli los tres ángulos son agudos o dos son agudos y el tercero 
ез obtusángulo. е 


Los ángulos se llamarán aquí А, В у C, y las longitudes de los correspondientes 
lados opuestos se llamarán a, ù y c. 


c 
с, 
D а * 
a 
А т в 3 - B 


Un triángulo queda perfectamente determinado cuando se conocen tres cuales- 
quiera de sus elementos, no todos ángulos, excepto en un caso que se explicará más 
adelante. Los cuatro casos de triángulos oblicuángulos son: 


Caso І. Dados un lado y dos ángulos. 

Caso П. Dados dos lados y el ángulo opuesto a uno de ellos. 
Caso Ш. Dados dos lados y el ángulo comprendido. 

Caso IV. Dados los tres lados. 


LEY DE LOS SENOS. En todo triángulo los lados son proporcionales a los senos de los 
Ángulos opuestos; esto es, 


La demostración de la ley de los senos aparece en el problema 1. 
FORMULAS DE MOLLWEIDE. En todo triángulo ABC, son válidas. las. relaciones si- 
guientes: 
Eb _ cos KA — В) | 
с seniC 
conjuntamente con las que.se obtienen mediante un cambio cíclico de las letras; 


es decir, 
bre TEN be senkB- C) 
a А 1а 7 овд 


на == [5 MENTE 





























| sentB 5 costB | 








I 
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y las obtenidas al intercambiar las dos letras (minúscula y mayúscula) que aparecen 
еп los numeradores de cada relación. 
Para la deducción de estas fórmulas, véase el problema 2. 


FORMULAS DE LA PROYECCION. En todo triángulo ABC, 
[a = bem C + c cos B | 
b = c cos A + a cos C 
le = acos B + b cos A. 
Para la deducción de estas fórmulas véase el problema 3. 
CASO I. Dados un lado y dos ángulos. 


EJEMPLO. Supónganse conocidos a, B y C. 
Para encontrar A, aplíquese A = 180° — (B +C). 





Para encontrar b; apliquese È = SRE de donde b = Seen 


e mac авас 
Para encontrar с, apliquese £ = MET de donde е - SRE. 


Para la comprobación, utilícese una de las fórmulas de Mollweide o una de las fórmulas de 
la proyección. 
(Véanse los problemas 4-8.) 
CASO II. Dados dos lados y el lado opuesto a uno de ellos. 
EJEMPLO. Supónganse conocidos b, с y В. 
sen O cmn B 
De gc nC = T 


Si sen C > 1, el ángulo C no está determinado. 

Si sen С = 1, С = 90° y queda determinado un triángulo rectángulo. 

Si sen C < 1, quedan determinados dos ángulos: un ángulo agudo C y un ángulo obtuso 
C' = 180° — C. Ан, puede quedar determinado un solo triángulo, o pueden quedar determi- 
nados dos triángulos. 


Este caso se discute geométricamente en el problema 9. Los resultados obtenidos 
se pueden resumir así: 
Cuando el ángulo dado es agudo, sucede que 
а) existe una solución si el lado opuesto al ángulo dado es igual o mayor que el otro 
lado dado, 
b) no hay solución, existe una solución (triángulo rectángulo) o existen dos soluciones 
si el lado opuesto al ángulo dado es menor que el otro lado dado. 
Cuando el ángulo dado es obtuso, sucede que 
€) no hay solución si el lado opuesto al ángulo dado es igual o menor que el otro lado 
dado, 


d) existe una solución si el lado opuesto al ángulo dado es mayor que el otro lado dado. 


EJEMPLO. 1) Cuando 5 = 30, с = 20 y В = 40°, existe una solución porque B es agudo 
y5»c 

2) Cuando b = 20, ¢ = 30 y B = 40°, puede suceder que no haya solución o 

que haya una o dos soluciones. El subcaso particular se determina después 


de calcular sen С ~ RB. 
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3) Cuando: $ = 30, е =20 y В 5-140", existe üna solución. 
4) Cuando b = 20, c = 30 y В = 140°, no pxiste solución. 


Este caso, llamado ambiguo, se resuelve mediante la ley de los senos y se com- 
prueba por las fórmulas de Mollweide o por las fórmulas de la proyección. 


(Véanse los problemas 10-13.) 


LEY DE LOS COSENOS. En todo triángulo ABC, el cuadrado de un Jado cualquiera es 
igual а la suma de los cuadrados de los otros dos lados menos el doble producto de estos 
lados por el coseno del ángulo comprendido; es decir, 

wm P e ecos A 
Pe fa да cos В 
© = at + — 2abcos C. | 


Para la deducción de estas fórmulas, véase el problema 14. 
CASO II. Dados dos lados y el ángulo comprendido. 


EJEMPLO. Supónganse conocidos a, b y C. 


Para encontrar e, apliquese ct a 4 — bera С. 
Para encontrar A, aplique sén A = ERC, 





sen € 


Para la comprobación, aplíquese А + В + С = 180% 





Para encontrar B, apliquese sen В = 


(Véanse los problemas 15-18.) 
CASO IV. Dados los tres lados. 


EJEMPLO. Conocidos d, $ y c, despéjese convenientemente la ley de los cosenos para cada 
uno de los ángulos. 


Para encontrar los ángulos, aplíquese 


Bie-o ETT LELE 
و‎ ТЫ ©, epo EE E, ege EHE 


Para la comprobación, aplíquese А + B + С = 180%. 





(Véanse los problemas 19-21.) 
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PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Deducir la ley de los senos. 


€: 
(o) 





Sen ABC un triángulo oblicuángulo cualquiera. En la Fig. (a), los ángulos A y В won agudos, mies 
tras que en la Fig. (b), el ángulo B es obtuso. Trácese CD perpendicular a AB о а su prolongación. 
h la longitud de CD. 


En cualquiera de las dos figuras se tiene que, en el triángulo rectángulo ACD, & = B sen A, mientras 
que, en el triángulo rectángulo BCD, A = a sen В ya que en la Fig. (b), 
h =a sen ZDBC = asen(180° — B) = asen B. 1 





Entonces, asenB mbuna 6 27 


=з 
жей T жай 
De manera semejante, si se traza una perpendicular desde В a AC, о desde А.а BC, se obtiene. 





E e Dr 
жас ° шар " жаб 


na 

D a б e 
Así, finalmente, zq = сор 7 б 

Ш 


2. Deducir un par de fórmulas de Mollweide. 





b мав, 


Dela ву de los senos se obtiene, S - 4 y È. MAT 





* = costal =a 
кише LEE nA teen AE в = у; 


puesto que sen HA + В) = sen {180° — С) = sen(90° — JC) = cos dC. 





è — snA-senB _ 20 КА + B) sen А —B) _ sen А-В), 


жаб” 2 sen {С cos {С ITI 


puesto que cos (А + В) = cos(90* — 1C) = sen iC. 





Del mismo modo, 5— 


3. Deducir una de las fórmulas de la proyección. 


Considérense las figuras del problema 1. En el triángulo rectángulo ACD de cualquiera de las dos 
figuras, AD = b cos A. 


En ol triángulo rectángulo BCD de la Fig. (a), DB = а cos B. Entonces, en la Fig. (a), 
e= AB = AD +В = bcos A + acos B = acos B +b cos A. 


En el triángulo rectángulo BCD de la Fig. (6), BD 
Entonces, en la Fig. (0), 





cos ZDBC = acos(180° — В) = а cos B. 


с = АВ = AD — BD ~ bcos A — (—a cos B) = acos B + bcos A. 
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CASO L 

A. Resolver el triángulo ABC, dados с = 25, A = 35° y В = 68°. 
Para encontrar С: C = 180% — (А + B) = 180° — 103° = 77°. 
Dr E „эмы ү, 





ncc 
Para comprobar según la fórmula de Mollweide: 

(BA) 
Es o aien fe ccena 
(6 + а) зев ÈC = 39sen 38°00” - 39(0,6225) ~ 24,3 
са) а Шш ио”. - эмем) — 240 


Para comprobar según la fórmula de la proyección: 


€ = acos В Ьо A 15 cos 68* + 24 cos 35° 
71500,5746) + 2400,8192) = 25,3, 


Low elementos buscadós son а = 18, & = 24 y C = 777. 
5. Resolver el triángulo ABC, dados a = 62,5, А = 112920! y С = 42310". 
Para В: В = 180° — (C +A) «1809 — 154990" = 25°%0/. A 














Para b: à SH 760500025907 _ 62510,4305) _ yy 2120007 
Я жай 7 sen TIFT 0,9250 — 
н С 
өз, = ai Ru =} B ту 
sen 4 13) 
Рае е: 6m аА 7 mali 7 0980 7 A, 
la 


Comprobación: (e + b) son HA = асо С — B) 
e FD) мв JA = 76,5 sen 50107 = 74508007) — 61,89 
aeos KC <В) = 62,5 con 8°20! = 62509990) = 61,84; 
ó а bd C ecco B = 29,10,7412) + 454(09028) = 0256. 
Los elementos buscados son 5 = 291, c = 45,4 y В = 2530. 
6. En las orillas opuestas de un río se sitúan dos puntos A y B. En la orilla donde está situado el punto A 
se determina un segmento de recta АС = 275 m y ве miden los ángulos САВ = 125"40' y АСВ = 
4850". Encontrar la longitud de AB. 


в 


126401 
АТ 


48°50 
с 
Fig. (a) Prob. 6 Fig. (0) Prob. 7 





4 Toner 
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ЕЕЕ 
iro. Remi. EGER ш 
sen В. sen 57307 0,0958 22 





AB-c- 
۰ 


7. Un barco que navega directamente hacia eleste observa un faro con una orientación N 62°10’ E. Cuando 
sl barco ha recorrido 2250 m, la orientación del faro es N 48725" E. Si el barco continúa navegando sin 
alterar su rumbo, ¿cuál será la menor distancia а que pasará del faro? (Véase el problema 5, capítulo 5.) 


Considérese la Fig. @). 
En el triángulo oblicuángulo ABL: АВ = 2250, ZBAL = 27°%0' у ZABL = 138'28/. 
ZALB = 180° — (¿BAL+ ZABL) = 13457. 


DESARME М _ хйрмызгө L миш 


Cmm ZALB 7 wen 19487 — s 





En el triángulo rectángulo BLC: BL = 4420 y ZCBL = 90° — 48°25" = 41°35'. 
CL = BL sen ZCBL = 420 sen 41%35' = 44200,6637) ~ 2934 m. 


Otro posible procedimiento para resolver el problema consiste en encontrar AL en el triángulo obli- 
cuángulo ABL y, después, encontrar CL en el triángulo rectángulo ALC. 


8. Sobre un peñasco situado en la ribera de un río se levanta una torre de 125 m de altura. Desde el 
extremo superior de la torre, el ángulo de depresión de un punto situado en la orilla opuesta es de 28°40' 
y desde ln base de la torre, el ángulo de depresión del mismo punto es de 18°20’. Encontrar el ancho 
del rio y la altura del peñasco. 


En la figura, BC representa la torre, DB representa 
el peñasco, y A es el punto de referencia en la orilla Я 
ta. Р 
pues: 7 вію, 
En el triángulo АВС, С = 90° — 2840" = 61°20 [y 106*20" 
В = 90° + 18°20” = 108°20 D 
A4 = 180% — (B + 0) -103. 1o2 








asenC _ 126in 610^ _ 125108774) . gy, 
жзА 7 өе Тола "65 л р 





En el triángulo rectángulo ABD, РВ = свеп18°20' = 611 (0,3145) = 192, 
AD = € cos 18%20' = 611(0,9492) = 580, 





El sio mide 580 m de ancho, y el peñasco 192 m de altura. 


9. Discutir los distintos casos especiales que se presentan cuando se conocen dos lados y el ángulo opuesto 
а uno de ellos, 


Sean b, e y B los elementos conocidos. Constráyase el ángulo B y trácese el lado BA = c, Descríbase 

un arco con centro en A, y con un radio igual a ò (el lado opuesto al ángulo dado). Las figuras (а)-(е) 

ilustran los casos especiales que pueden ocurrir cuando el ángulo dado B es agudo, y las figuras (/)-(8) 

ilustran los casos en que B es obtuso. 

El ángulo dado B es agudo. 

Fig. (а). Cuando é < AD = езеп B, dl arco no corta а BX y, en consecuencia, no se determina tri- 
ángulo alguno. 

Fig. (8). Cuando b = AD, el arco es tangente a BX y queda determinado un triángulo rectángulo cuyo 
ángulo recto es С. 

Fig. (c). Cuando > AD yè < c, el arco corta a ВХ en dos puntos, C y C'a un mismo lado de B. 
Se determinan dos triángulos: ABC, en el que C es agudo, y ABC”, en el que C’ = 180 — С 
es obtuso. 
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Fig. (d). Cuando b > AD y b = c; el arco corta а ВХ en los puntos C y B. Queda determinado un tri- | 
ángulo (isósceles). 


Fig. (e). Cuando В > с, el arco corta a ВХ en el punto C y corta la prolongación en sentido contrario | 
de BX en el punto C', Como el triángulo ABC" no contiene el ángulo dado B, queda deter- | 
minado solamente el triángulo ABC. 

El ángulo dado es obtuso. 
Fig. (f). Cuando В < є 64 = с, no se determina triángulo alguno. 
Fig. (0). Cuando b > c, se determina un solo triángulo como en la Fig. (€). 


A 








CASO П. 


10. Resolver el triángulo ABC, dados с = 628, ' = 480 y С = 55°10. Considérese la Fig. (a): 
Сото С es agudo ус > b, la solución es única, 


bsenC _ 480 еп 557107 _ 48000,8208) йөр. 
нас. 10 ма 510. _ 40008208) оруу B „зем. 


Para B: sen В = 
Para A: A = 180° — (В + С) = 800%, d 


a bm A „ 480 sen ве ) 
Parta: а = AB 7 mend 7 





Comprobación: (а + 8) зеп{С = ccoskA — B) 

(a +0) sen jC = 1244 sen 27°38 = 1244(0,4690) = 576,0 

ссн КА — В) = 628 cos 23*35' = 628(0,9165) = 576,6. 

Si se prefiere, puede utilizarse para la comprobación una fórmula de proyección. 


Los elementos buscados son В = 38°50', А = 86°0' у а = 764. 


is 
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A 1897807 
Fig. (а) Prob. 10 Fig. (9) РЫІ 


11. Resolver el triángulo ABC, dados а = 525, c = 421 y А = 130°50'. Considérese la Fig. (b). 
Como A es úbtuso y a > с, existe una solución. 


езеп А _ 421 sen 130750 f 4210.7506) _ o gogî С „урш. 











Para C: sen Ce A _ 41015 

Para В: Ве 180° — (С + A) = 11°%'- - -- 
, po mxenB _ 825 ев 19607 _ 52502051) _ 

Parab: b^ Д 7 een 1309507 015668 - 142 


Comprobación: (e + 6) sendA = a cos С = В) 


le + B) sen dA = S63 sen 657257 = 563(0,9094)-= 5120) 
асов (С — В) = 525 сов 12%45' = 525(0,9754) = 512,1. 


Los elementos buscados son С = 3720, В = 11*80^y 8 = 142. 


12. Resolver el triángulo ABC, dados = 31,5, b = 51,8 y A = 33°40’. Considérese la Fig. (c). 
Como А es agudo у a < b; existe la posibilidad de dos soluciones. 


меп А BIS nen 33740" _ 51.80.5844) _ бур, 


Para B: sen В = SM z i 





Hay dos soluciones, B = 65°40’ y B' - 180° — 65°40" = 1149207. 


Pam C: C - 180° — (A +В) = 8040 Para C’: C' = 180° — (A + B% = 320%. 





‚ „ авв СА _ BL sen 32—07 
sen A ^ Taen 





asenC _ 31,5 sen 80°40" 
Y 7 sen 3340 ме 


31,50,9868) 3 
da Эр - E ud 500. 


Comprobación: (e +8) senfA = a cosC — B) 


(е + b) senjA = 107,9 sen 16°50" 
2 1019002296) 
2 3125 

acos KC — B) = 315 eos 7°30" 
= 31.502014) 
Iaza 





Para сос 


Comprobación: (0 + е?) sendA = acos НВ’ = С?) 


(b + с? senjA = 81,9 sen 16°50 
= 81,90,2896) 
= 2272 
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s cos iB! — C7) = 31,5 cos 419107 
Z 31507028) 
Tun 


Los elementos buscados son 
enel triángulo ABC: В = 65*40/ C = 8040 y c = 36,1. 
en el triángulo ABC”: B’ = 114%20', C' = 3207 y e' = 30,1. 





А 
350^ 
Fig. (б) Prob. 12 Fig. (d) Prob. 13 


13. Un piloto desen mantenerse en una ruta con una orientación de 15°0', mientras vuela contra un viento 
de 25 millas /hora que sopla con una dirección de 16030". Encontrar cuál ha de ser la dirección que ha 
de tomar y cuál la velocidad del avión con relación a la tierra cuando su velocidad respecto al aire es de 
178 millas /hora. Considérese la Fig. (4). 





Como А es agudo y a > c, existe una solución. 








PRE _ ogo C eq 
5 D asenB _ 175 wen 140*50' _ 175(0,6916) _ 
A E E пад 


La velocidad respecto a la tierra ha de ser de 195 millas/hora y la dirección de 19%40". 


14. Deducir la ley de los cosenos. 





En el triángulo rectángulo ACD de cualquiera de las dos figuras, b = At + (AD) 
En el triángulo rectángulo BCD de la Fig. (a), А = asenB y DB = acos В. 


Entonces AD = АВ DB = c-a can B. 
у M = M + (АРИ = ot senî +e — ea cos B + at cond 
= aîlsenîB + coPB) + 0 — Zea cos В = ct + at — Dea cos B. 





En el triángulo rectángulo BCD de la Fig: (8), 
А = asen ZCBD = a senl80* — B) = asen By 
BD = a cos ZCBD = a cos(180* — В) = —a cos В 


Entonces AD = AB + BD =с—асвВ y bi = @ а — 20 cosB. 
Las otras relaciones pueden obtenerse mediante un cambio cíclico de las letras. 
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CASO Ш. 
15. Resolver el triángulo ABC, dados a = 132, Ь = 224 y C = 28740". Considérese la Fig. (©). 
Para c: c = ab — 2ab cos C 


= (132)% + (224) — 2,132) (224) cos 28°40”. 

= (132) + (224)1 — 20132) (224) (0,8774) = 16714 y c = 125. 

S . ssenC _ 132 веп 28407 _ 18204797) _ A 

Para А: sen A ч rnga _ BTID = 0508 y А = 3030". 


„ nen 2940! _ 2240.4797) _ z .у 
er n T 08596 у В = 12040". 








Para В: senB = 


(Como b > а, А es agudo; como А + C <90, В > 90*) 
Comprobación: А +8 +0 = 179507. 
Los elementos buscados son - A = 307207, В = 19040", e = 125. 








[rU] PEE 
(e) Prob. 15 Fig. (d) Prob. 16 





16. Resolver el triángulo ABC, dados а = 322, € = 212 y B = 110'50'. Considérese la Fig. (d) 





сов 691071 





Pam bi bt = e + at — ea сов [cos 1109507 = —cos(180* — 11050") 
^ (212)% + (332* — 20212) (322) (-03557) = 197191. y b m 444: 





Para А: sena = ERB „ tasuma” Е згоне, = 08778 y A = 42407. 


вет В _ 21201100, _ 212009046) аз у C= 20°30. 


Para С: аб = o 





Comprobación: А +В +С = 180°. 
Los elementos buscados son А =42%40", C = 26°30' y b = 444. 
17. Sobre un cuerpo se ejercen dos fuerzas de 17,5 kg y 22,5 kg. Si las direcciones de las fuerzas forman 


un ángulo de 50°10, encontrar la magnitud de la fuerza resultante y el ángulo que forma con la fuerza 
mayor. 


Considérese la Fig. (e). 
En el paralelogramo ABCD, А + В = С + D =180* y В = 180° — 807107 = 129760. 
En el triángulo АВС, 


b = e + at — ла соаВ (сов 129750" = —cos(180” — 129%0/) = eon 50°10 
= (22,5)! + (17,5) — 202,5) (17,5) (—0,6406) = 1317 y b = 363. 





sen _ 175 sen 12950 _ 1715007879) _ оздор уд = 21407. 


sna = x 





La resultante es una fuerza de 36,3 kg; el ángulo buscado es de 21%40% 
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А0007 ES 2 
Fi (e) Prob. 17 ки.) Prob. 18 


18. Un piloto sale de A y vuela 125 millas en dirección N 38°20“ O. Trata, entonces, de regresar al punto 
de partida, pero, por un error, vuela 125 millas en dirección S 51°40 E. Calcular а qué distancia se 
encuentra de А y cuál ha de ser la dirección que ha de tomar ahora para llegar а A. 

Considérese la Fig. (/). 
Llámese В al punto donde inicia el regreso, у C su posición final: 
En el triángulo ABC, 
Ы со — Zen cos B 
^ (0125) + (128)! — 2(125) (125) сов 13%20" 
= 2125): (1 — 0,9790) = 8437 y b = 29,0. 


maai enaB ETT ET A 


Puesto que ZCAN, = A — ZN/AB = 45°20", el piloto debe volar 29,0 millas en dirección 8 45°20’ O 
para {т desde С hasta А. 


CASO IV. 
19. Resolver el triángulo ABC, dados а = 25,2, b = 37,8 y c = 43,4. Considérese la Fig. (g). 


м ве саб _ (378% + usar- аыл» _ 
AN MES 21378) ЗЯ) 





160 y A = 35°20. 


? еже ы + 2529 — (97, 
bali old E 2834) 252) 


. екы е ы ава” + эта — азан” 
PC 3852) 875) 





= 0,4982 y Be00’. 


= 0097 y С = 84990". 


Comprobación: A +В +С = 180*. 





ттл E B 
Fig. (g) Prob. 19. Fig. (h) Prob. 20 
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20. Resolver el triángulo ABC, dados а = 303, b = 404 y ¢ = 62,6. Considérese la Fig. (M). 


s е-е _ аду F (626 — (30.3 _ 
یک و‎ pS Жаб.) (626) 


3 Lete i _ өз олу uh бе: 
Pars В: cos B E 2 O OD osus y В-згю 


" еы е „ поа + йоду — ero Pu. 
Para Ci cos O за T ооу C = 1260 





159 y А =23%0", 


Comprobación: А +В + C = 180% 


21. Es necesario conocer las distancias desde un punto C hasta dos puntos A y B, pero estas distancias no 


pueden medirse directamente. El segmento СА se prolonga 175 m hasta un punto D; el segmento CH 
зе prolonga 225 m hasta el punto E. Se miden las distancias АВ = 300 ш, DB = 326 m y DE = 488 m. 
Encontrar AC y BC, 


Los elementos” buscados del triángulo ABC 
encontrarse una vez que se hayan calculado Tos: 
“НАС y ZABC. El primer ángulo es el suplemento 
de ZBAD y el segundo es el suplemento de la suma de 
ZABD y /0ВЕ. 





En el triángulo ABD, cuyos lados son conocidos, 
(75)* + (200) — (326): 





cos ¿BAD = A 220175 0am y 
ZBAD = 820°. ; 
(ооу +. (326)2 — (1и _ 
cos anD ~ 0 0.8409 y 
ABD = 32510", 





En ol triángulo BDE, cuyos lados son conocidos, 





En el triángulo АВС: АВ = 300, ¿BAC = 180° — ZBAD = 9750", 
ZABC = 180° — (ZABD + ZDBE) = 249107, 
ZACH = 180° — ( ZBAC + ZABO) = 560". 
ce PELE E NONO yas 


АВ нев. 2ВАС. _ 300sen97°80' _ 300009907) _ ggo, 


3 ВС en АСВ жеп BET 9, 


Las distancias buscadas son АС = 145m y ВС = 350m. 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 


Resolver cada uno de los siguientes triángulos oblicuángulos ABC, dados: 


32.0 = 125, A = 54405, В = 607107. Resp. b = 139, с = 133, C = 60°10" 
23.5 = 321, A = 75207, С = 38°30'. = 399, e = 218, В = 6@°10' 

аль = 215; c — 180, В = 429407. 7:300, A = 109910/, C = 28°10" 
25.a = 812,8 = 426, А = 48807. = 680, В = 387507, C = 929201 








36.8 = 804, с = 333, В = 187304 = 25,1, A FOLIC 2 38907 
27.5 = 40,2, а = 315, В = 112920", = 15,7, А = 40907, С = 21°10/ 
28. b = Bla = 62,5, В = 40707. = 789, A = 52%20', С = 870 





7180, А’ = 27407, С' = 11407 


= 552, B = 857307, C = 59°10 

m 224, B’ = 23°50; С' = 12080" 

30.8 = 120, c = 270, А e 118940" Resp. а = $44, B = 179507, C = 439207 

31. а = 245, b = 188, 0 = 204. Вер. A = 63107, В = 42407, С = 74107 

32 a = 0,34, b = 7,80, с = 9,98, Resp. А = $9'20', В = 46°%0', С = 97507 

33. Dos barcos tienen equipos de radio cuyo alcance es de 200 millas. Uno de los barcos se encuentra а 155 
millas N 427407 E de una estación costera, y el otro se encuentra a 165 millas N 45*10' О de la mis- 


ma estación. ¿Pueden los dos barcos comunicarse entre si directamente? 
Resp. Мор la distancia entre ellos es de 222 millas 


29, a 820,0 = 476, А = 389207. 











34. Un barco navega 15,0 millas en dirección 5 40°10/ О y, después, 21,0 millas en dirección: N 28°20' О. 
Encontrar a qué distancia está del punto de partida y cuál es au orientación respecto a dicho punto. 
Resp. 20,9 millas, N 70°40" O 


35; Un faro está situado a 10 millas al noroeste de un muelle. Un barco sale del muelle a las 9 a.m. y navega 
hacia el oeste a razón de 12 millas por hora. ¿A qué hora яе encontrará а 8 millas del faro? 
Resp. A las 0:16 a.m. y а las 9:54 a.m. 





30. La magnitud de la resultante de dos fuerzas de 115 kg y 215 kg ев de 275 kg. Encontrar el ángulo for- 
mado por las direcciones de las fuerzas componentes. Resp. 70°50 


37. Una torre de 150 pies de altura está situada en lo alto de una colina. En un punto, en la falda de la coli- 
na, situado а 650 pies de la cima se observa que el ángulo formado por la ladera de la colina y la visual 
dirigida al extremo superior de la torre es de 12°30’. Encontrar 1а inclinación de la ladera de la colina 
тевресіо а un plano horizontal. — Resp. 7°50 


38. Tres circunferencias, cuyos radios respectivos miden 115, 180 y 225 cm, son tangentes exteriores entre 
f. Encontrar los ángulos que se forman cuando se unen los centros de las circunferencias. 
Resp. 43°10, 61920", 789307 


39. Se supone que un barco que sale де А y que toma un rumbo de 255°, ha de llegar a D, situado a 625 
millas de A, al cabo de 25 horas, Cuando el barco ha recorrido 125 millas, recibe la orden de dirigirse 
hacia С, situado a 225 millas de A, en dirección S 60*20' O, y hacer una escala antes de seguir hacia 
D. Si el barco cambia de rumbo inmediatamente, mantiene durante el resto del viaje su velocidad inicial 
y hace una escala de una hora en С, ¿con cuántas horas de atraso llegará а D? ¿Cuáles son los rumbos 
que ha de tomar en los dos cambios de dirección efectuados? — Resp. 2 horas; 223°30', 265°30/ 
Sugerencia: BC = 109, ZABC = 148°30'; CD = 312, ZBDC —10°30', siendo B el punto donde 
cambió el curso la primera vez. 





CAPITULO 14 


, Resolución logarítmica de triángulos oblicuángulos 


CASO I. Dados dos ángulos y un lado. 


Se resuelve el triángulo mediante la relación angular A + B + C = 180°, y una 
doble aplicación de la ley de los senos. La solución se comprueba por una de las fórmu- 
las de Mollweide. c 


EJEMPLO i. Sean dados a, A y B. Entonces, 





















A è 
Cómprobación: (b + ¢) sen }A = acos КВ — С), si B > C; 
6 +b sen dA = acos КС — B), si C > В. (Бу, 10) 


(Véanse los problemas 1-3.) 


CASO П. Dados dos lados y el ángulo opuesto а uno de ellos. 


Se resuelve el triángulo mediante la ley de los senos y la relación angular. La so- 
lución se comprueba por una de las fórmulas de Mollweide. 


EJEMPLO 2. Sean dados a, b y A, donde a < b. Entonces, 








A AS m. cc tS 
nd ne dor recon. 
HB’ = 180 – B, С" = 180° = (А +В), e 


Comprobación: (ê +8) sen{C = ceo dB — А), 
(6 - aj sen jor =e" cos KB” = А). 


(Véanse los problemas 4-5.) 


LEY DE LAS TANGENTES. La ley de los cosenos, estudiada en el capítulo anterior, no 
se adapta a los cálculos con logaritmos. Para resolver el caso TII, se utiliza la ley de 


b-c tniB-C) с-а  tnkC-A) 
Tre ` авто’ ca^ mnHO-A) 











En el problema 6 se encuentra la demostración de esta ley. 
Nota. Si, por ejemplo, b > a es más conveniente intercambiar las letras а y b 
(también A y B) en la primera fórmula. 


CASO III. Dados dos lados y el ángulo comprendido. 
En la resolución del triángulo se utiliza la ley de las tangentes para encontrar los 
ángulos desconocidos. Después se aplica la ley de los senos para encontrar el lado des- 
conocido. Se comprueba la solución mediante una de las fórmulas de Mollweide. 
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EJEMPLO 3. Sean dados c > ВУ A: Entonces, в 
ЖС +В) = 90° – fa, 
tan HC = B) tan KC +В), a md ©, я 
Comprobación: (e jen dA v» асое HC — В). 
(Véanse los problemas 7-9.) [0 ё 


FORMULAS DEL ANGULO MITAD. En todo triángulo АВС, 
r Ё 

tan ¥4 - 7, афв, tad = 

donde s = Ка + 6 + ¢) es el semi-perímetro del triángulo 

y 2 EROS es e radio da SRR кайин 


En el problema 10 se encuentran las demostraciones de estas fórmulas, Para la 
identificación de r, véase el problema 8, del capítulo 15. 











CASO IV. Dados los tres lados. 


Se resuelve mediante las fórmulas del ángulo mitad, y se comprueba la solución 
por medio de la relación angular, 
(Véanse los problemas 11-12.) 


PROBLEMAS RESUELTOS 


CASO 1. 


1. Resolver el triángulo ABC, dados a = 38,124, А = 46°318' y Com 791740 
В = 180 — (А +С) = 549108 








„мас "m 
sen Á € 
log a = 1,58120 log а = 158120 
log sen С = 912923710 log sen В = 990894 210 
cologsen А = 0,13922 cologsen А = 0,13922 
loge = 171279 log b - 189% 
е 2051817 Ъ 2 2585 
Comprobación: le +0) sendA = cosi — В) 
etb = onna da CBA 5 a 381%, KC — в) 19999 
log (e + b) = 197813. log а = 1,58120 
log sen А = 9,59058 10 Jog cos HC — B) = 99894910 


1,57069 157089 
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2. Resolver el triángulo ABC, dados = 28286, Ace 1119427" y C = 24258". 
В —180° — (C + А) = 4395157. 








a hen a „мес оз 
зеп В € sen B. 
log b = 2,45127 log b = 2,45127 
logsenA = 9,96804—10 log sen С = 9,61656 —10 
colog sen B 015904. pe 
log a = 2,57865 log е = 222717 
a = em <= 10872 
Comprobación: ТЕУ 
ae SIUS, в = 1088 è = 282,66, КА — С) = 490084? 
log (a + с) = 2,73856 log & = 245127 
log send - 95722010 log cos KA — C) = 9,80955 -10 
prr] 231082 


з. A partir de un punto P, un agrimensor camina a lo largo de una recta PQ, cuya dirección es S 384247 E, 
hasta encontrar un pantano. Al llegar al punto A, en la orilla del pantano, cembia wu dirección haci 
Ж б1°0,0' E y recorre 1500,0 m hasta un punto B. Desde este punto localiza la otra orilla del pantano 
en una dirección S 10°30,6’ O. Si esta recta corta a PQ en el punto C, encontrar la distancia entre Ву 
©, el ángulo que debe girar desde BC para continuar su recorrido sobre la recta original, y la distancia 
AC n través del pantano. 





En el triángulo ABC, 








A = BITS", В = 5029,4” ус = 18000 m. 
Entonces C = 180° — (А + B) = 4971307. 
esen A pa emn B 
“еб Tm 
log c = 317609 log c = 317609 
log sen A = 999474-10 log sen = 9,88734 —10 
colog sen C ~ 0,12080 colog sen C = 0,12080 
log a = 3,29063 log b = 818023 
а = 1952,7 b = 1528,4 


La distancia desde B hasta C es de 1952.7 m. El ángulo que el agrimensor debe girar al llegar a С 
es ZBCQ = 180° — ZACB = 130'47,0'. La distancia a través del pantano es de 15284 m. 


CASO I. 
4. Resolver el triángulo ABC, dados b = 67,246, c = 56,915 у В = 65°153'. 
Puesto que В es agudo y à > c, la solución es única. 











с mB 2 bna 
ive D 27 B 
log e = log b = 1,82767 

log sen B = log sen A — 9,95549 ~10 
olog b e сойо sen В = 0,04180 
log sen С = 9,88575—10 log а = 182496 

€ = 50142" а = 66,828 

А = 180° — (B + С) = 64/300" 
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¡Comprobación: а sen Дага cos (B) 
®+е = 124,16, LA = 3271507 a = 66,828, HB — С) = 7308" 
log 0 +c) = 2,09998 юка = 1,82496 
log sen ФА = 9,7272310 log cos KB — C) = 9,9962510 
таш татат 
5, Resolver el triángulo. ABC, dados а = 123,20, 5 = 155,37, А = 16877. 
Puesto que А es agudo y a< ð, pueden existir dos soluciones. ES 
жов aA 
log è = 219127 
log sen A = 945491- 10 
colog а = 7,90939—10 
log sen B — 9550007 —10 
B = чл” В' = 180° — В = 1585069" 
C - 180% — (A+ B) = 14222,9” Ct 180 (A В? 44047 
аас TT 
°” A sen A 
log a = 200001 LEE UA 
log sen С = 9,78573 —10 log sen С'= 8,89528 —10 
colog sen А « 0,54509 ilog son A = DAD 
log е = ARAS loge! = 1,58098 — 
€ = 209,89 er T aem 
Comprobación: Comprobación: 


(o) sen {0 = ео» В — 4) 
bro amor deo nun 
с = 263,89, kB —A) = 215,21 
log (b + а) * 244494. 
log sen 1С = 9.97615 -10 
Е 
loge = 242143 
log cos HB = А) = 9,99967 -10 
EE 


6, Deducir ln ley de las tangentes. 


{b +a) ма 4С = of cos KB! = A) 
boa 278,57, 407 = 201527 
= 33,961, HB" =A) = TILA 
log Ë $ a) = 244494 
log sen JC" = 8,5045 
¿03963 








logc' = 1,53098 
log cos KB’ — А) = 9,50854 
1.03982 








En todo triángulo ABC son válidas las fórmulas de Mollweide: 











sk o mia-mB o, «+» coda - B) 
zd 7 mde 
AI dividir la primera por la segunda se obtiene, 
PAT зеп КА —B) sende Е 
еве ые сафа св Unda mendo 
me 2 EREY ES 
Сото C = 180° — (А + В), {С = 90° — КАЎ BJ у tan {С = cot HA + B) атата 
м; БЕР nda menie R34 m 


+в) 
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Las ötrás dos expresiones se pueden obtener por un procedimiento semejante a éste, o por un inter- 
cambio cíclico de las letras que aparecen en la fórmula obtenida. 


CASO III. 
7. Resolver el triángulo ABC, dados а = 28284, с = 1387,6; В = 524,2" 
А + С = 180° — B = 125%95,8* 
Ha + С) = 624797 
а = 25264 
с = 13876 


ac. 11988 
aco 39140 











ae con B 
nada -с EZE tan А +С) E 
log (a —c) = 308644 lo e = 3,14227 
colog (a + e) = 640788-10 log sen В = 9,91016—10 
log tan H(A +С) = 0,28907 colog sen С = 0,26058 
log tan (A-C) = 9,75289—10 LEE 
ja-o) - 2908" oss 
ЖА+С) = 62747,97 
А - 921877 
С = заил’ 


Comprobación: Se deja al estudiante la comprobación de la solución mediante la fórmula de Mollweide, 
(а + ©) sen $B = bcos КА — С). 


в. Resolver el triángulo ABC, dados b = 472,12, с = 607,44, А 134°. 
С +В = 180° — А = 54454" 
HC +в) = 222,7 
е = 607,44 
b = 47212 
e—b = 135,32 
e+b = 1079,56 = 1079,6 








tan $C —B) = 7 tan KC + В) 


log (e =) = 219196 
eolog (c + 6) = 6,9667410 
log tan КС+В) = 9:71422-10 
log tan С-В) = 88129210 
С-В) = 342,8" 
decem = 2722,7" 
С = 31° 55" 
В = 23399" 





Comprobación: Рага comprobar la solución se utiliza la fórmula de Mollweide 
(+0) sen A = acos KC- B) а : 


9. Dos lados adyacentes de un paralelogramo miden 3472,7 y 4822,3cm respectivamente y el ángulo 
comprendido mide 72*14,8. Encontrar la longitud de la diagonal mayor. 
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En el triángulo АВС: B = 180° — 1214,87 = 1074527 
С+А = TEMA, HC +A) = 367,47 


D, 











em 4822,3 
a = MUT 
ea = 1196 
©+а = 82950, 4 la 
tad - 4) = fS un KC a) ac tmd 
log (c — a) log с = 3,68326 
оов (e a) log sen B = 9,97881 —10 
log tan HC+A) = 9,86322—10 colog sen C = 0,16707 
log tan КСА) = 9,07460—10 log b = 3,82914 
b = сита 
с-а) = esa e 
HC+A) = ae 7,4% 
C - 425317 
А эзы, 
Comprobación: (e + о) sen {В = b cos KC — A) 
log (e + a) loh = 382914 
i sn de log cos С — A) = 99060610 
задо 





10. Deducir las fórmulas del ángulo mitad. 


Sen ABC un triángulo cualquiera. Entonces, tan JA. = бет puesto que ФА es agudo, 
оа 


Según la ley de los cosenos, cosa = LEE do modo que 


EEE TEE ЖИ ТҮ (а Беа 
10004 =1- PERE e Ac - ue 





-e 





такаса жинаса dioe +e +o) (ê +€) 
i y itewa =з + Eto 2 xe t - p 





Sea а +b + с = 2s; entonces, 
atd em2 e, в+с— 





Трета bo) —2 5-2 — 2b 26 — 6), 
2-0) y, 




















tanja = [foca _ Ee EN Es 
1+ eos A 3e cro атса) ж-а) 
3 Enes - ү ETE a Nr eco. 
p saa 1-а 


Finalmente, tomando ғ = | 1 





tanta = 





+ Las otras fórmulas se 





obtienen por un intercambio cíclico de las letras que aparecen en la fórmula obtenida. 
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CASO IV. 


11. Resolver el triángulo ABC, dados а = 643,84, b = 778,72, c = 912,28, 


r= E 


s=lo+b+o 
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a log (~a) = 2,71898 
b log (4—b) = 2,58961 
La log (#—с) = 2,40678 
2 cologs = 6,93278—10 
» = 1167,42 3ker = AGS 
loge r - 23208 
tanda E шейн Ly, tando = 
log r = 23208 log r = 232408 log r = 2,32408 
log (~a) = 2,71898 log (9—6) = 2,58961 log (sc) = 2,40678 
log tan JA = 9,60510—10 log tan {8 = 9,73447-10 
da = зва de - 289907 de = wen 
А = 43%2,8" В = 568°580' С = 79°94' 
Comprobación: А + В + С = 180°0,3'. 
12. Los lados de un сапу respectivamente, 2025,0, 2450,0 y 1575,0 m según se mues- 
tra еп la )4' E, encontrar la dirección de los 























b 
e = 20250 
2 = 00000. ‚-%% colog к = 651927—10 
5 2 log = 5,4031 
ipsis log r = 2,72016 
tando Ly 
log r = 272016 log r = 2,72016 
275967 log @-®Ю = log (=e) = 3,00000 
log tan }A = 9,96049—10 log tan {8 = log tan {С = 9,72016—10 
da - arma p- de - mao’ 
А - MATS" В = 394847 С - 552407 


ZSAC = 81*47,8' — 3590, 
ZNBC = 357304" + 39748,4 


9225; 





Ta dirección de AC es 8 49*17,2* О. 
= 75718,87; la dirección de BC es N 75*18,8/ O. 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 


Resolver cada uno de los triángulos oblicuángulos ABC, dados: 
19, e = 78,783, A = 339,9", C = BLS’. Resp. а = 43,571, b = 72,432, B = 06255" 
14. b = 730,80, B Resp. a = 514,73, с = 10250, A = 2814/77 
15, a = 31,259, A Resp. d = 36,466, c = 14,763, В = 98°23,5" 











16. b = 19,218, е = 10,004, В = 2587,2 Resp. a = 21,467, A = 134%42,2%, C = 19°20, 
17. b = 10,884, c = 35,730, С = 115°33,8'. Resp. а = 29,658, А = 48°29,2', B = 15°%57,0' 
18. b = 86,425, c = 73,463, C = 49*18,9". Resp. а = 89,534, В = 63°8,3', А = 67°32,8' 
3/7 2341, B'- 119817, А' 18404 
19. а = 12,695, c = 15,873, А = 247,4". Resp. b = 25,399, В = 125%8,7', С = 30"43,9" 


Um 3,5745, В'= 6°36,5', C^» 1491647 








20, а = 482,33, е = 395,71, В = 137312. Rep. b = 819,00, A = 23°26,2', C = 19°26 
21. b = 561,29, c = 387,19, А = 56743,87. Resp. а = 475,89, В = 802447, C = 41°518' 

22. а = 129,70, b = 264,29, е = 266,04. Вер. А = ?Т'?82/, В = 195707, С = 123487 
23.0 = 18943, b = 2246,5, с = 35488. Resp. А = ILS, В = 34048", С = 1174327 


24. Un poste, que se aparta 10°15 de la vertical hacia la región donde está el Sol, proyecta una sombra de 
40,76 pies de longitud, cuando el ángulo de elevación del Sol es de 40°35'. Encontrar la longitud del 
poste, — Resp. 41,97 pies 





dido entre ellos. El ángulo de elevación medido por A es de 62%45/, y el medido por В es de 8054". 
Encontrar las distancias respectivas desde А y В hasta el aeroplano, y la distancia a que ésto vuela 
sobre la superficie de la tierra. Леер. 2436 m, 2790 m, 2165 m 


26. Se va a construir un túnel а través de una montaña desde A basta В. Un punto C que es visible desde 
А y В ве encuentra a 384,8 m de A, y 555,6 m de B. ¿Cuál es la longitud del túnel si ZACB = 354277 
nies 


Supóngase que la distancia dela Tierra al Sol es de 92.697.000 millas, y de Mercurio al Sol es de 35.980.000 
millas. Encontrar las posibles distancias entre la Tierra y Mercurio cuando el ángulo formado por Me 
curio y el Sol, con la Tierra como vértice, es de 8*24,6/. Resp, 58.600.000 6 125.190.000 millas 











28. Un punto B es inaccesible e invisible desde un punto A. Para encontrar la distancia entre A y B, ae 
escogen dos puntos, C y D, alineados con А y que son visibles desde B, de tal manera que САРВ = 
55°18’ y ZACB = 41°36’. Si AD = 4323 m y АС = 521,8 m, encontrar la longitud de AB. 

Resp. 629,1 m 





CAPITULO 15 
Areas. Radios de las circunferencias inscrita y circunscrita 
EL AREA K DE UN TRIANGULO CUALQUIERA es igual al roducto de su base 


р! 
рог sy altura. А continuación se ofrecen las fórmulas aplicables a cada uno de los 
cuatro casos de triángulos oblicuángulos. 





CASO І. Dados dos ángulos y un lado. 
а Bien C _ sen Csen A _ êsen A sen B 





A T sen A Zen B 2sen C 
Para la deducción de estas fórmulas véase el problema 2. 
(Véase también el problema 5.) 


CASO II. Dados dos lados y el ángulo opuesto a uno de ellos. 


La ley de los senos permite encontrar un segundo ángulo. Después, se 
aplica la fórmula correspondiente al caso I. 
(Véase el problema 6.) 


САБО Ш. Dados dos lados y el ángulo comprendido. 
K = diesen A = dea sen В = Jab sen С. 
La deducción de estas fórmulas aparece en el problema 1. 
(Véase, además, el problema 4.) 


CASO V. Dados los tres lados. 
K = ук caje i — ©), donde s = Ha +b + о). 
La deducción se encuentra en el problema 3. 
(Véase, además, el problema 7.) 
EN TODO TRIANGULO ABC, 


a) el radio R de la circunferencia circunscrita es 

a b e 
2snA ^ ZsnB ^ Teen 
b) el radio r de la circunferencia inscrita es 


), donde s = Фа +b + e). 





Para la demostración de estas proposiciones véase el problema 8. 
(Véanse, además, los problemas 9-10.) 
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PROBLEMAS RESUELTOS 
1. Deducir la fórmula К = фе sen A. 


B 





Denomínese А la altura trazada sobre el lado è del triángulo ABC. En ambas figuras se tiene que 
h = c sen А. Así, K = fbh = fbe sen A. 


sen A нав. 
sen 


2. Deducir la fórmula К = 
Según el problema 1, К = Mesen A; y, por la ley de los senos, à = EP. 


sen A sen В. 


Entonces, K = dic sen A FSP e маА = CMAS 


3. Deducir la fórmula K = Vsa Za ZG — e 
De las deducciones obtenidas en el problema 10, del capítulo 14, 

















t _ Gerda +o =0 „_ 20-B.20—-e _ и 
сем eda — eon л) ди ha 
z Cheta brea) _ w:2w-a) _ s-a), 
y coja =H + cos A) ак - E 
que sen - — €). Entonces. 
Puesto que JA < 90°, la “с” 








4. Encontrar el área del triángulo ABC, dados а 16,384, b = 55,726 y C = 2791537. 
Este problema corresponde al caso Ш, con lo que К = fab sen С. 


log а = 1,2142 
log b = 1,74606 
log sen С = 9,66082—10. 
colog 2 = 9,89897 —10 
log К = 2,32027 
К = 20906 


El área es de 209,06 unidades cuadradas. 





5. Encontrar el área del triángulo ABC, dados А = 3771437, C = 6229, y b = 34,876. 
B = 180° — (A + Су = 801607. 
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Este problema corresponde al caso I, con lo que К ~ REC sea А, n 

21og è = 3,08506 
logsenC = 9,94791 —10 
log sen A = 9,78185—10 
colog 2 = 9,69897 10 

colog sen В = 0,00630 

log K = 2,52009 Е; 5 
К = 331,20 unidades cuadradas TS 


6. Encontrar el área del triángulo ABC, dados b = 28,642, c = 44,280 y B = 2371867. 
Este problema corresponde al caso I1 en el que pueden existir dos soluciones, 





37430 y C' = 180° — C = 14271707 
180° — (В + C) = 118°584' y A' = 180° — (B + C^) m 1424, 


>a 
0 














c sen A sen B совет A' sen B 
El áron de ABC os K = * El área de ABC es К = Bp 4 en B, 
E 2loge = 3,29242 2106 € = 329242 
logsenA = 9,94193—10 log sen A” = 9,39588 10 
log sen В = 9,59737 -10 log sen В = 9,59737 —10 


colog2 = 9,69897—10 9,69897 10. 





colog sen С = 0,21342 0,21342 
log K = 37401 log K = 2,19804 


K - 554,76 K = 157,78 


Se han determinado dos triángulos cuyas áreas son, respectivamente, 654,76 y 157,78 unidades cun- 
dradas. 


1. Encontrar ol área del triángulo ABC, dadosa = 255,18, b = 290,87 y с = 41925. 











] Este problema corresponde al caso IV, con lo que К = Va — aj (s — 5) {ж — ©}. 
s-je+i+o x -Vm 39-95-35 
а = 25518 я - 227,47 log (s я 
b = 290,87 + 191,78 log (s Р 
e = 419,25 ае = 6340 log (s 
2s = 965,30 = 482,65 
= - 4 € = 419,25 e 


s = 482,65 2k 
P 





El área es 36,536 unidades 
cuadradas. 
8. Demostrar que, en todo triángulo ABC, 


а) el radio R de la circunferencia circunscrita viene dado por R = $ 


RET 
#епА C Penh " Puno 
b) el radio г dela circunferencia inscrita viene dado por r = VE = a) (a — Б) (к Ta. 
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а) Sex O el centro de la circunferencia circunscrita. Unase O con. с: 
B y con С, trácese desde O una perpendicular а BO. Sea D el pie 

de esta perpendicular, Puesto que el triángulo ОВС es jsósceles, 

OD biseca a BC. 


Como A = ¿BAC y ZBOC comprenden el mismo arco, A = 
+4800 = ZBOD. Entonces, en el triángulo rectángulo BOD, ol 
вр 


В = ОВ = 2800 "ná 





b) Denomínese Г el centro de la circunferencia inserita 
U es el punto de intersección de las bisectrices de los 
ángulos interiores. del triángulo АВС), y sean D, E y F 
los puntos de tangencia dela circunferencia y el triángulo. 
Como I equidista de los lados del triángulo, 


ID = IE = IP = r: 





Entonces K = área ABC = área AIB + área BIC + área CIA 
Sgr lor + e 


buio irte = т. 


Ahora bien, según el problema 3, 


K = va 6 ZF =€) = rs. Entonces, 





J. Encontrar los radios de las circunferencias inscrita y circunscrita en el triángulo ABC, dados А = 41°15,8', 
С = GIDA’ y = 387,48. 











в 
В = 150° — (С + A) = 0861, 
log В = 2,58525 А 
Tn colog 2 = 9569897 -10 e 
Para encontrar R: R^ Teq cologsen B = 003025 
eR = 23 М 
R = тлі A —— 
Para encontrar r: 2 f 
bsna baene 
= в e- E 
log b = 2,58825 m log b = 2,58825 
log sen A = 9,51923 -10 log sen C = 9,97264 -10 
colog sen B = 0,03025 olog sen B = 0,03025 








log ë = 259114 
а =27399 1 € = 290,07 





= 240102 

= 214079 

= 218258 
27920-10 

= 95359 

= 1,97680 

= 94,798 








10. Encontrar los radios de las circunferencias inscrita y circunscrita en el triángulo ABC, cuyos Indos miden, 
respectivamente, а = 375,88, 6 = 512,37 y c = 742,05. 


Para encontrar r: 








^ 
S» 
3 5 
immo f 
log tan ЈА = 9,39515 -10 сооро А 
1357.0 log R E А 
А = 2740" R ~ 401,43 x 


11. En un terreno cuadrangular ABCD, el lado AB mide 11,4 unida- 
des lineales con una dirección N 62°10” E, el lado BC mide 19,8 
соп una dirección N 22°20/ O, el lado CD mide 15,3 con una di- 
rección S 40°40/ О y el lado DA, cuya longitud no se conoce, 
tiene una dirección 8 32°10 E. Encontrar: 

a) la longitud de DA, 
b) el área del terreno. 


En la figura adjunta, SN representa la recta norte-sur que 
pasa por D; los puntos E, Р y G son los pies de las perpendicula- 
res trazadas а dicha recta desde los puntos A, B y C respectiva- 
menfi jt limo, los pogmentos AH y CI son perpendiculares a 
BF. 


а) FB = FI + IB = GC + IB 
= 15,3 sen 40°40" + 19,8 sen 22°20" 
997 + 7,52 - 1749. 
ЕВ = ЕН + HB = EA + HB; de donde 
EA = FB - HB 
= 17,49 — 11,4 sen 62°10” = 17,49 — 10,08 = 7,41. 





Puesto que EA = DA sen 32°10, DA = jE = 13,9 unidades lineales. 


b) Area ABCD = área БАВЕ + área FBCG — área EAD — fren GCD 
^ MEA + ЕВ)АН + (FB + GC)CI — }ЕА-ЕР —1GC-GD. 
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Además, EA = 741, FB = 1749, AH = 11,4 cos 62*10^ = 5,32, GC = 9,97, 
CI = 19,8 c0522*20^ = 18,32, ED = 13,9 cos 3210" = 11,77, 
GD = 15,3 соз 40°40' = 11,61. Entonces: 
Area ABCD = (1,41 + 17,49) (5,82) + {1149 +9,97) (18,92) — 10,41) 11,77) — }з,эт) (11,61) 
= 66,23 + 251,53 — 43,61 — 57,88 = 216,27 6 216 unidades cuadradas. 
12. Demostrar que el área de un cuadrilátero es igual al semi-producto de sus diagonales por el seno del 
ángulo determinado por ellas. Véase la figura (а). 
Sea O el punto de intersección de las diagonales del cuadrilátero ABCD, y sen 0 uno de los ángulos 
determinados por la intersección de las diagonales. El punto O divide a cada diagonal en dos segmentos 
cuyas respectivas longitudes son. p, q; у Y, s, según se muestra en la figura. 


Aron ABCD = dren АОВ + área AOD + área BOC + área DOC 
= frp sen 6 + lar веп(180° — 0) + ўра веп(180° — 0) + dos sen 0 
= hor + ar ра. + qr) sen о = р +a) (7 а) een t. 


Fig. (a) Prob. 12 Fig. (b) Prob. 13 





13, Demostrar que, en un círculo de radio у centro O, el área K del segmento menor (sombreado) deter- 
minado por la cuerda AB de la figura (5), que aparece anteriormente, viene dada por К = b*(t — sen 0), 
donde 0 radianes es el ángulo central correspondiente a dicha cuerda. 


El área buscada es la diferencia entre el rea del sector АОВ y la del triángulo AOB. 


El área S del sector АОВ es al área del círculo como la longitud del arco AB es а la longitud de la 
дийл азе АГРО al 


El fron del triángulo АОВ = Jr+r sen 





ЕГЕР 


Entonces, K = peo demi = fri 





14. Tren circunferencias que son tangentes exteriores 
dos a dos tienen por centros los puntos A, B y С. 
Los radios de las circunferencias miden, respectiva: 
mente, 50, 30 y 20 centímetros. Encontrar el área 
del triángulo curvilíneo determinado por las tres 
circunferencias. 


Sean R, S y T los puntos de tangencia de las 
circunferencias, según se muestra en la figura. El 
área pedida es la diferencia entre el área del trián- 
gulo ABC y la suma de las áreas de los tres sec- 
tores ART, BRS y SCT. 











Area ART = jet = (50) (0,867) = 8335, área BRS = (30)* (1,047) = 471,15, 
área CST = (20) (1,428) = 285,60, cuya suma es 1590,50. 





El área buscada os 1732 — 1590,50 = 141,60 6 142 centímetros cuadrados. 


16. a) Deducir una fórmula que permita calcular la longitud L de una correa de transmisión sencilla. 
b) Encontrar, con una aproximación de una décima de centímetro, la longitud de una correa de trans- 
misión que se muevo alrededor de dos poleas cuyos radios respectivos miden 15 y 5 centimetros, si la 
distancia entre los centros de las poleas es de 30 centímetros. 





a) Sean r y R los radios de las poleas cuyos centros son, respectivamente, A у B, y sea d la distancia 
ntre los centros. La longitud de la correa es 


L = are GJE + СЕ + are CHP + FG = 2are JE + are CH + CE). 


Puesto que CE es tangente a las dos circunferencias, AC y BE son paralelos, Trácese el segmento АК 
paralelo a CE. Denomínese por $ el ángulo ВАК medido en radianes. Entonces, 


sent = BK/AB = (R—r)/d y 9 = Are sen(R — r) /d. 
2ЈВЕ = ¿BAC = de +0) rad, y arc JE = Rie + 0) unidades de longitud. 
LHAC = + — “ВАС = {= — 0) rad, y are CH = rd« — 0) unidades de longitud. 

СЕ = AK = AB cos 6 = d cos 8. 
Entonces, 
L= вфе +rde — 9 +4совз] = (R +r) e 2R — ra + 2d cont 
donde û = Arcsen(R — r) /d. 


6) Enestecaso R = 15, r = 5 y d = 30; entonces,a = Arcsen(R — 7) Jd = Arc sen 1/8. = 0,840 rad y 


L = (15 + 5) 3,142) + 205 — 5) (0,340) + 2030) (2V/2/3) 
= 62,84 + 6,80 + 56,56 = 126,2 em. 
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16. a) Deducir una fórmula que permita calcular la longitud L dé una correa de transmisión que se cruza 
entre las poleas. 
b) Encontrar, con una aproximación de una décima de centímetro, la longitud de una polea de trans- 
misión cruzada que se mueve alrededor de dos poleas cuyos radios respectivos miden 10 y, 5 centi- 
metros, si la distancia entre los centros de las poleas es de 30 centímetros. 





а) Sean ry R los radios de las poleas cuyos centros son, respectivamente, A y В, y sea d la distancia 
entre los centros. La longitud de la correa es 


L = Gare JE + are CH + СЕ). 


Prolónguese el radio BE de manera que pueda trazarse el segmento AK paralelo а CE. Denomínese 
por ө el ángulo ВАК medido en radianes. Entonces, 


seno = ВК/АВ = (R + 0/4 y 0 = Асвет + r) fd. 
2ЈВЕ = « = ZABE = (je €) rad, y are JE = Rie +0) unidades de longitud. 


¿HAC = 2ЈВЕ = (lx +0) rad, y are CH = ris + 0) unidades de longitud. 
CE = АК = doost. 


Entonces, 








L 24Rds +0) + rds + ®) + d cona] = (R +) (x e 20) + 2 cont 
donde 5 = Are sen(R + r) /d. 





b) Enestecme R = 10,r = 5 y = 30; entonces Y = Are sen(R +r) /d = Are sen ] = 0,524 rad y 
L = (10 +5) (x + 1,048) + 2/00) FVD) = 62,85 + 51,96 = 114,8 em. 
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PROBLEMAS PROPUESTOS - 
کی‎ 


Encontrar el área del triángulo ABC, dados: —— 
17.8 = 2584, c = 3526, A = 50°32 
18. a = 456,32, b = 586,84, С = 28*16,6. 
19, а = 51232, В = 52*14,6', C = 63%45,6”. 
20.6 = 444,85, А = 110%15,8”, B = 30°10,4'. 
21. a = 384,22, b = 492,88, c = 677,98. 
22. a = 28,186, 5 = 60,152, € = 51,177. 










23. Encontrar el radio de la circunferencia circunscrita al 
Resp. 23,914 





24. Encontrar el radio de la circunferencia inscrita en el triángulo . 
Resp. 1,532 





Los lados de un terreno triangular miden, 

а) el mínimo radio de riego de un rociador automático que 
b) el máximo radio que puede tener un. ۳٤ 
Resp. a) 45,46 metros, 5) 15,17 metros 





Si, dado un triángulo АВС, К es el área del 
radio de la circunferencia inscrita, demostrar que: 
в) К = 2Rtsen A sen B sen C, 

b) K = obe/4R, 
€) K = rRigen A + sen B + sen C). 






CAPITULO 16 


Funciones trigonométricas inversas 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS. La ecuación 
1 x = seny 
define un único valor de x para cada ángulo dado y. Ahora bien, cuando se da un 
valor de x, puede suceder que la ecuación carezca de solución o que tenga muchas 
soluciones. Por ejemplo, si x = 2, no existe solución porque el seno de un ángulo no 
puede ser mayor que 1; si x= $ existen muchas soluciones у= 30°, 150°, 390°, 510°, 
— 210°, —330°,... 
Рага expresar y como función de x, se escribe 
2) у= are sen x. 
Sin hacer caso de la abreviatura are, la ecuación 2) debe interpretarse como “y es el 
ángulo cuyo seno es x”. Del mismo modo se escribe у = arc cos х si x = cos y, Y = 
arc tan x si x = tan y, etc. 
La notación y = senis, y = сов x, ete, (léase “seno inverso de х, coseno inverso 
de х", etc.) se utiliza con menos frecuencia porque sen! х puede confundirse con 
1 
sen x 












= (sen x). 





GRAFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS. La gráfica de 
у = arc sen x es la gráfica de x = sen y, y se diferencia de la gráfica de y = sen х 
Vista en el capítulo 9, en que están intercambiados los papeles de x y y. Así, la gráfica 
de y = arc sen x es una sinusoide trazada sobre el eje У en vez de estar trazada sobre 
el eje X. 
Del mismo modo, las gráficas de las restantes funciones trigonométricas inversas 
son las gráficas de las correspondientes funciones trigonométricas, excepto que están 
intercambiados los papeles de x y y. 


VALORES PRINCIPALES. Es necesario considerar las funciones trigonométricas inversas 
como funciones unívocas (esto es, un único valor de y para cada valor posible de x). 
Para conseguir este tipo de relación es necesario escoger un solo ángulo de los muchos 
que corresponden a un valor dado de x. Por ejemplo, cuando х = +, se puede selec- 
cionar el valor y = 30°, y cuando x = —+, se puede seleccionar el valor y = —30*. 
Este valor seleccionado recibe el nombre de valor principal del arc sen x. Cuando la 
función trigonométrica inversa se refiere únicamente al valor principal, se escribe Arc 
sen x, Arc cos x, etc. Las regiones de las gráficas que corresponden a los valores prin- 
cipales de cada una de las funciones trigonométricas inversas se señalan con una línea. 
gruesa en las figuras que aparecen más adelante. 

Cuando x es positivo o cero y existe la función inversa, se define el valor principal 
como el valor de y comprendido entre 0 y $= inclusive. Por ejemplo: 
Arc sen 3/2 = «/3 puesto que sen 2/3 = v32 y 0 ««/3 < =/2, 
Arc cos 4/3/2 = 2/6 puesto que cos =/6= y3/2 y 0 < 2/6 < </2, 
Arc tan 1 = 2/4 puesto quetan=/4=1 y 0<=x/4<=/2 
17 








"- 
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Cuando x es negativo y existe la función inversa, se define el valor principal como 


4x 5 Aro sen x < 0 de c Arc cot x <= 
dec Arc cos x e —+ 5 Ar sec x < je 
fx < Are tan x < 0 -z < Arc csc x S 4+ 
Por ejemplo: 
Arc веп(—/3/2) = —=/3 Are cot(—1) = 35/4 
Are cos(—1/2) = 22/3 Are seo(—2/y3) = —52/6 
Are tan(-1/73) = —х/6 Are свс(—\/2) = —3к/4 


Nota. Existe una diversidad de opiniones en los autores al definir el valor prin- 
cipal de las funciones inversas cuando x es negativo. Las definiciones dadas anterior- 
mente son las más convenientes para el cálculo. 





y mam sen x cam tan x Y = are sec x 





sje 





y = mcos y = arccot x y= are ce 
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VALORES GENERALES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS. 
Sea y una función trigonométrica inversa de x, Como se conoce el valor de una función 
trigonométrica de y, quedan determinadas, en general, dos posiciones del lado final 
del ángulo y (véase el capítulo 2). Sean y, y y, los ángulos determinados por las dos 
Posiciones posibles del lado final. Entonces, el conjunto de valores posibles de y está 
constituido por los ángulos y,, y, y por todos los ángulos cofinales con ellos, esto es, 

у. + 2 y у, + x 
donde n es cualquier número entero positivo, negativo o cero. 
Uno de los valores de y, o y, puede tomarse como el valor principal de la función 
trigonométrica inversa. 
EJEMPLO. Expresar el valor general de a) are sen 1/2, b) arc cos(—1), с) arc tan(—1). 


9) El valor principal de arc sen 1/2 es x/6, y un segundo valor (que no es cofinal 
con el valor principal) es 5x/6. El valor general de arc sen 1/2 viene dado por 


=/6 + 20x, 5/6 +2 


donde n es cualquier número entero positivo, negativo o cero. 
b) El valor principal es x y no existe otro valor cofinal con él. Así, el valor general 
viene dado por = + 2n, donde n es cualquier entero positivo, negativo o cero. 
€) El valor principal es —+/4, y un segundo valor (que no es cofinal con el valor 
principal) es 3/4. Así, el valor general viene dado por 


9/4 ns, 38/4 + 202 
donde п es cualquier múmero entero positivo, negativo o сего. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Encontrar el valor principal de cada una de las siguientes funciones trigonométricas. 





a) Are sen 0 = 0 €) Аме? = 2/3 i) Are tan(71) = —x/4 
8) Arc cos(—1) = ж. f) Areeic( - VI) = —3«/a J) Атссої0 = «/2 

с) Are tan уЗ = 2/1 4) Are cos = 2/2 h) Are вее(— v2) = —3x/4 
d) Are cot. уЗ = «/6 ^) Are sen(=1) = —а/2 4) Are eic(-2) = -51/6 





2, Expresar el valor principal, con aproximación de un minuto, de cada una de las siguientes funciones 
trigonométricas inversas. 














а) Are sen 0,8933 = 19°28’ 4) Are sen(—0,6430) = —40°5' 

b) Are cos 0,4000 = 66°25 Ж) Are cos 04519) = 116782, 

e) Are tan 1,5000 = 567197 Û Are tan(—1,4400) = —55°13” 

4) Ате cot 1,1875 = 40° Л) Are cot(—0,7340) = 126917" 

€) Arc ме 1,0324 = 147247 X) Are вес(—1,2067) = —145°58' 

f) Are ою 1,5082 = 419927 1) Are csc(—4,1923) = —168°12' 

3: Verificar cada una de las siguientes igualdades. 

(Wa) sen(Are sen 1/2) = aen х/6 = 1/2 €) Are eos [сов(— «/4)] = Ате сов 2/2 = </4 
TE 6) cos [Are cos(-1/2)] = cos 2e. 1/2 f) Are senítan 9x/4)  Arcsen(-1) = —x/2 — 
a ©). cos [Are sen(— /Z/2)]=com(Ex/4)= VE/2 g) Are cos[tan(—5x/4)] = Arcem(-1) = = 

d) Arc sen(sen «/3) =(Arc sen VIFF = 1/3 * фе л 


94 Verificar cada una de las siguientes igualdades. 


U а) Ате sen ү2/2 — Arc sen 1/2 | </4 —+/6 = 2/12 
^^ 0) Атесов0 + Arctan(—1) = 0/2 + (79/4) = 1/4 = Arc tan 1 


5. Evaluar cada una de las siguientes expresiones 
a) cos(Aresen 3/5), Б) sen [Arc cos(—2/3)), е) tan [Arc sen(—3/4)L 








a) Ses % = Arc sen 3/5; entonces sen 6 = 3/5, 6 en el primer cuadrante. Según la Fig. (a), 
cos(Are sen 3/5) cos = 4/5. 


+ b) Sea à = Arc cos(—2/3); entonces cos 0 = —2/3, Y еп el segundo cuadrante. Ségún la Fig. (b), 
sen [Are cos( -2/3)] = sens = ү5/3, 





©) Sea 6 Arc sen( —3/4); entonces sen û = —3/4, 8 en el cuarto cuadrante. Según la Fig. (c), 
tan [Arc sen(=3/4) ] = tanê = 3/47 = -3Y7/T. 


6. Evaluar sen(Are sen 12/13 + Are sen 4/5), 





| Sea 0 = Arc sen 12/13 у E 
$ = Am men 4/5. 
Entonces sen 0 = 12/13 y sen ф = 4/5, ву $ 6 
> en el primer cuadranto. Según las figuras adjuntas, 14 
өеп(Атс sen 12/13 + Are sen 4/5) = sen(8 + Ф) 
= men dicor $ + cos o son $ ^ 
1,3, 5.4 06 
Tiibtisbcé 
Л, Evaluar cos(Arc tan 15/8 — Are sen 7/25). Y 
Sea 0 = Are tan 18/8 y 
$ = Arc sen 7/25. 
Entonces tan 0 = 15/8 y sen $ = 7/25, 8 y $ 
«а el primer cuadrante. Según las figuras adjuntas, 
| cos(Arc tan 18/8 — Are sen 7/25) = cos(t — $) 5 
= cos сов $ + sen 0 веп $ lr 
4 jo 
Y 
en el primer cuadrante, 
= sen 
АЕР 
= 20/419 а/у10) 
-35 га 
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9. Demostrar que Are sen 1/ VB + Arc sen 2/5 = </2. 


| 
Sean û = Arc sen 1/убу $ = Arc sen 2/5 | 
= 1/VEy sen $ = 2/5, con lo que z T 





ambos ángulos pertenecen al primer cuadrante. Hay 
que probar que 0 + $ = =/2 6, que sen(t + $) = 
sen x/2, ya que los senos de ángulos iguales son 
iguales. 


Según las figuras adjuntas, ES Ў | 
sen(d + $) = воп сон $ + cos sen $ х 





40; Demostrar que 2 Arc tan 1/2 = Arc tan 4/3. 
Sean # = Aro tan 1/2 ујф = Are tan 4/3; entonces tan û = 1/2 y tan $ = 4/9. 
Hay que probar que 20 = $ 6, que tan 20 = tan $, ya que las tangentes de ángulos iguales son 
iguales. 





Ahora bien, tan 20 = 2000. 20/23 tan $ 
1 tan a 





11, Demostrar que Arc sen 75/85 — Arc sen 3/5 = Ате cos 15/17. 


Y x Y 
vt ра [24 
Y s ü 
As :مل‎ E x 


Sean 0 = Arc sen 77/85, $ = Arc sen 3/5 y y = Are cos 15/17; entonces senê = 77/85, sen $ = 
3/5 y cos Y = 15/17, con lo que todos los ángulos pertenecen al primer cuadrante. Si se aplica la fun- 
ción seno a cada miembro de la relación, bastará demostrar que sen( — $) = sen $ . Según las figuras 


en — $) - маен cem = TE- 3I 8 „у, 











T2) Demostrar que Are cot 43/32 — Are tan 1/4 = Are cos 12/13. y 


Sean 0 = Are cot 43/32 $ = Are tan 1/4 y Y = Are cos 12/13; 

entonces cot 0 = 43/32 tan $ = 1/4 y cos Y = 12/13, con lo que to- 

dos los ángulos pertenecen al primer cuadrante. Si se aplica la función 

tangente a cada miembro de la relación dada, bastará probar que » ls 
tan — $) = tan Y. 


T 
авв tan 32/5— 14 — 5 
a 2 


18. Demostrar que Arc tan 1/2 + Are tan 1/5 + Arc tan 1/8 = x/4. 
Se probará que Arc tan 1/2 + Are tan 1/5 = 2/4 — Are tan 1/8. 








tan Are tan1/2 + Arctan1/9) = BIS „7 


18_7 


141873 





y tan(=/4 — Are tan 1/8) = 
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3) Demostrar que 2 Are tan 1/3 + Are tan 1/7 = Are see 4/8 + Are ese TT 


£ Oy 
la 
x 1 
Е -x x >x 


Sean § = Arc tan 1/3, $ = Are tan 1/7, À = Ате sec уЗ4/5у ў = Are сс v/TT; entonces tan 8 = 
1/3, tan $ = 1/7, sec А = 34/5 y ese ф = VTT, con lo que todos los ángulos pertenecen al primer 
cuadrante. 


Si se aplica la función tangente a cada miembro de la relación dada, bastará demostrar que 
tan(M + $) = tanl +Y) 








2 tan 2073) 
Ahora bien, uam MAE LI c re 


маз авф SUHI „ү 
ian B tan 10/0470 


y, según las бешм, шай + y) 1 A Ti 


tante $) 





16. Encontrar el valor general de cada una de las expresiones siguientes. 


в) are sen /7/2 = 2/4 + 2n, 32/4 +n. d) arcsen(-1) = —=/24+20= 
b) аге сов 1/2 = x/3 + nr, 55/3+20= €) arcos 0 = 2/2 + nr, 8/2 + nx 
€) ar tanü = 2ля, (2a D)» f) amtan(- VD) = 2/8 + nx, 28/3 + 2л 


donde n es cualquier entero positivo, negativo 





16. Demostrar que el valor general de a) arc sen x = nz + (—1)" Arc sen x, 

b) are cos х = 2n= + Are cos x, 

e) are tan x = тт + Are tan x, 
donde n es cualquier entero positivo, negativo o cero. 
а) Sen € = Arc sen x. Entonces, puesto que sen(z — 9) = sen б, todos los valores de arc sen х vienen 
dados por 

1042me y Ф)+-#%+2т = 2m +1)+-% 
“Ahora bien, cuando n = 2m, л es un entero par y 1) puede expresarse como me + 0 = nx + 

(De y cuando n = 2m +1, л es un entero impar, y 2) puede expresarse como ne —% = пт + 
(Сау. Ам, arc sen x = nu + (—1)"Are sen x, donde es cualquier entero positivo, negativo o cero. 


b) Sea 6 = Are cos x. Entonces, puesto que cos(—4) = cos 0, todos los valores de arc cos x vienen 
dados por 9 + 2e y —% + Эле 6 Эле + û = 2ле + Arccosx, donde п es cualquier entero positi- 
vo, negativo o cero. 

€) Sea 0 = Arc tan x. Entonces, puesto que taní= + 8) = tan , todos los valores de are tan x vien: 
dados por û + 2me y (= +0) +2mx =0+(2m+1)x ó, como en a), рог ne + Are tan s, donde 
mes cualquier entero positivo, negativo o cero. 








37. Expresar el valor general de cada una de las funciones del problema 15 mediante las formas utilizadas 
ев el problema 16. 


а) arc sen 7/2 = nx + (1905 /4 Dre = ne (00-572) 
b) are cos 1/2 = 2ле £ =/3 €) are cos Û = 2x + </2 
€) are tan O = ne f) artan(- уЗ) = n= =/3 


donde п es cualquier entero positivo, negativo о cero. 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 


18. Expresar como funciones inversas cada una de las siguientes igualdades. 
в) mena 3/4, b) сова = —1, c) апл —2, d) cotẸ = 1/2 









Кер. а) % = arcsen 3/4, b) а — агссов(—1), €) x =arctan(—2), d) $ = are cot 1/2 
19. Encontrar el valor principal de cada una de las siguientes expresiones. 
а) Are sen Y3/2 4) Arc eot 1 g) Arc tan( уЗ) Й Аге ese( -1) 
b) Are cos( —/2/2) €) Aresen(-1/2) А) Are cot 0 
9) Are tan 1/ VF f) Are cos -1/2) A Are sec( — yD 


Вер. а) 5/8, 5) 3/4, c) 2/8, d) 1/4, 0) —=/6, [) 22/3,4) —ж/3, h) «/2,0. 4, j) 0/2 
320: Evaluar cada uns de las siguientes expresiones. 


a) sen [Are sen(—1/2)] f) sen (Are cos 4/5) X) Are tan(cot 230°) 
b) еов(Атс сов 3/2) 4) cos [Are sen(—12/13)] 1) Are cotítan 100°) 
©) tan [Are tan( —1)]. А) sen(Are tan 2) т) sen(2 Arc sen 2/3) 
d) sen [Arc eos( — /3/2)] 4) Are cossen 220°) п) cos(2 Arc sen 3/5) 
e) tan(Are sen 0) [Йй Are sen [cos( —105°)) 0) sen} Are cos 4/5) 


Вер. a) 1/2 D үЗ/2, е) -i d) 1/3 «фо, f) 3/5, 15/13, M 2/6 
D 140% j) =, A) 40%, 11705, 475/9, — m) 1/25, о) 1/18 


21, Demostrar que 2/7 





наеме j + Ae mb n E co ene ts S aen B E 
DLL Ê — Ane eee ME ламе ма ŞÊ лесы 8) -% \ 
ке j > jen) ERE aia Anon di aee а сва 
D rM 


22. Demostrar que 





a) Are tan j + Are and = T © Are cos 19 + Are tan 1 = Are cot fd 
paaa pneu E peer m 
эн te ОЕА E 
d ZArctan j + Are tand T 


23. Demostrar quo, en un circulo de radiar, el área del segmento determinado por una cuerda cuya distancia 
al centro es d viene dada por K = r* Are cos Û — ЧУ =й, 





ise 
CAPITULO 17 
(s pay 
Ecuaciones trigonométricas 
کے‎ ls o 


= «баа 


LAS ECUACIONES TRIGONOMETRICAS, es decir, las su contienen fun- 
ciones trigonométricas de 4 





а) ecuaciones idénticas. o identidades, à ЕТ 
ángulos desconocidos en los que estén. 
b) ecuaciones condicionales o ecuaciones, para determinados 


valores de los ángulos desconocidos, %7 77 77 


Por ejemplo: a) muscle e dos n 
valores de x en Jos que csc х. d 
b) sen х = 0 ев una ecuación condicional porque no se cumple para 
o RA e 
En este capítulo se utilizará la palabra “ecuación” en vez de 


UNA SOLUCION DE UNA ECUACION TRIGONO! 
valor del ángulo x que satisface la ecuación. Dos s 
x-0yxz-r 
Cuando una ecuación dada tiene una solución, ti 
nito de soluciones, Así, el conjunto de soluciones de 
xoce0 E Aa х= mo! 
donde n es cualquier entero positivo, negativo o ci 
En este capítulo se ofrecerán únicamente las ж 
05x <2. 















PROCEDIMIENTOS PARA RESOLVER ECUACIO 
existe un método general para resolver las n 
se dan tres procedimientos que pueden servir de 
aparecen otros. 


А) La ecuación puede descomponerse en factores, 
EJEMPLO 1. Resolver sen х — 2 sen x cosx = 0. 


Al descomponer en factores sen x — 2 sen х cosa 
da factor а cero, se tiene 





sins Oy 20% 


Comprobación. Para x = 0, 
para x = =/ 
para х = x, 
рага x = 5«/3, senx — 2 sen xê 





B) Las distintas funciones que aparecen en la ecu 
de una sola función. 





124 





Ay 
B 
wW 


ECUACIONES TRIGONOMETRICAS 125 


EJEMPLO 2. Resolver 2tantr + sec — 2. Alsustifüir sex por 1 + tame, se tiene 
лапе + (1 tuer 2, 3fasrcl y taux IAE 


De tanx = 1/VI E = =/6 y 75/6; de tan x = —L/y/ Rx —52/6 y 115/6. Después de com- 
probar cada uno de estos valores en la ecuación original, se encuentra que ins soluciones buscadas 
(0 x < de) won х = «/6, 52/6,75/8, 11«/6. 


En el ejemplo siguiente йе ilustra la necesidad de efectuar la comprobación. 





EJEMPLO 3. Resolver sec x + tan x = 0. 
Al multiplicar la ecuación see х + tan х = ziy + кыру = O por cosa, ва бепе 


T Fens = O aE entónces x = 32/2. Sin embargo, ni sec x nl tan x están definidas 
cuando x = 3«/2, con lo que I ecuación по tiene solución. 





C) Ambos miembros de la ecuación se elevan al cuadrado, 
EJEMPLO 4. Resolver sen х + cos = 1. 


Si se aplicara el procedimiento utilizado en В), habria que sustituir een x por + TZ GOFF 
о cos x por + УТ — жетїї, lo que introduciría radicales en la ecuación. Para evitar esta dificul- 
tad, se escribe la ecuación en la forma sen x = 1 — cos х y we elevan ambos miembros al cun- 
гадо. Entonces, = 

» sente = 1 — deos x + costz, 
1 — cosx = 1 — Zoos x + costr, 
2 cows — 2cosx = 2cos x (cosx — 1) = 0. 
Decosx = 0, x = </2, 25/2; de cosx =i, x 0. 
Comprobación. Рага x = 0, 4 sena + cosa = 0 elm 


para x = </2 mnz + ск =1+0=1; 
para x = 3/2 senz {сех = -140%1, 





Así, las solucionés buscadas son х = 0, 2/2, 

El valor х = 3/2, llamado solución extraña, se introdujo cuando se elevaron al cuadrado 
ambos miembros de la ecuación. Obsérvese que también se obtiene 1) cuando ambos miem- 
bros de sen x = cos х — 1 ae elevan al cuadrado y que x — 91/2 satisface esta vltima relación. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Resolver laa ecuaciones trigonamétricas 1-22 para todos los valores de x tales que 0 5 x  2«. (Si se buscan 
todas las soluciones, afiádase --2n«. а cada resultado obtenido, donde п es cualquier entero positivo, negativo 
. o cero:) En algunos problemas se han omitido los detalles de la. 
12а: 1= o. 
Aquí, вак 1/2y к 2/6, 59/80 






2. sen cos x= 0: - 
De fen x = 0, x = Û, x; de cosx=0,x= 


3. (ian x — 1) (sente — 3) — 0. Ne 
De tins —1 Oana =1 y go A de 8-0 sux 2 у? 
у ж = 2/3, 2573, 4«/3, 5x /3. ad 
Las soluciones buscadas son = EF; 673,2 
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ын: < 
A. senî + sen x — 2 0. зох 368 
Se descompone en factores: (sen х + 2) (enx Z1] =O 


Deseo к + 2 O; sen x = —2y no ede solución; desen — 1 gens = 1y x ==/2 La 
Duelo Dildo es oi 


5. 3 coss = sentr. р 
Primera solución. Al sustituir sen*x por 1 — cosx, ве i 
Entonces cos x = + 1/2 y las soluciones buscadas son x = 


Segunda solución. Al dividir la ecuación por cos'z, se obtiene 3 mens 
se llega a las mismas soluciones obtenidas anteriormente. ‹ 











6. 2sen z еск = 
Se multiplica la ecuación por sen x, 2 serx — 1 = sen x, y se reordenan los términos para obtener 
sents — senz — 1 = sena 1) (en x — 1) = 0. 
De2senx +1 = 0, sen x = —1/2 y z= Te/6, 11/6; de sen x = La = </2 


Comprobación. Para х = 3/2, 2senx ese x e 20) —1 1 
paraz 2 74/6 y 15/6, 2mm — ese x = 201/2) — (-3) = 1- 


Las soluciones son x = 2/2, 7/6, 115/6. 





T. 2wex = tana cot. 
Se expresan las funciones en términos de senos y cosenos y se simplifican las fracciones para obtener 


2 „mnr, сах 
Gar ШЫ + ПДФ tenz m sonr + сойх = I 


Entonces sen х = 1/2 y x = =/6, 65/6. 


8. tanz +3сох = 4. 


Se multiplica por tan x y se reordenan los términos: 
| tante — 4 tan x +3 = (tan x — 1) (tanx — 3) = 0 


De tan x — I = O, tan x =1yx==/4,50/4; detan х = 3 = 0 tan e ух = 7134, 2617947 


Comprobación. Para x = x/4 y 5e/4 (ans + Scots = 1 + SM) = 4; 
para х = 117947 у 251947, tan x + Boota = SH 80/8) =4. 


Las solucionés son 45*, 71°94, 225°, 251347. 








сюек + сих = Vk 
Primera solución. Escríbase la ecuación en la forma све х = уЗ — cot y elévese nl cuadrado para 
obtener 





сют = 3 — 2V3 cot x + cotta. 


Substitúyase csctx por 1 + сох y reagrúpense los resultados para llegar a 2/3 cotx — 2 = 0. Enton- 
ces cot x = LAB y x = =/9, 46/3. 


Comprobación. Para х = =/3, cse x + cot x = 2/3 + 1/3 = 
рага x = e/3,cse x cot x = —2//$ +1/48 aa La solución buscada es 
zmaja 


Segunda solución. Al efectuar las sustituciones indicadas, la ecuación se transforma en 


кїт + SH = VF y, al simplificar las fracciones, 1 + cosx = ven x. 


Al elevar al cuadrado ambos miembros, se obtiene 1 + eos x + coste = $ mantz = ЗП — союз) o 
cor + 2соел — 2 = 202 cosx — 1) (cosx +1) = 0. 


De Sook —1=0,cosx =1/2 y x =x/9,5=/8 de cosx +1 =б,совел = -1 y x=. 


Ahora bien, x = =/3 es la solución, porque los valores х = = y 5x/3 han de desecharse puesto que 
esc + no está definida y сэс 5/3 y cot 52/3 son ambas negativas. 
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10, cosx — епк = 1. 


Primera solución. Si se expresa la ecuación en la forma cor x — 1 = VI sen x y se eleva al cuadrado, 
se obtiene 
соёх > 2cosx +1 = З senîx = 31 — cosx): 


después, se reagrupa y se descompone en factores: 





de coz Î =O, coss =1 y x=0 
VIO) = 





Comprobación. Para x = Û, conx — VT sen x = 
para x = 2/3, cosx — VT sens = —1/2 — VE (1/2) v ts 
para x dej eoo x — sens = —1/2— VS (I/D) = 








Las soluciones buscadas son ж = 0; 48/3. 

Segunda solución. Se escribe el miembro izquierdo de la ecuación en la forma 
sen Peor + goal sen x = send + а), 

en la que à ез un ángulo conocido, y se divide la ecuación porr > 0, 1 cos к ( 

1 





donde sen & 





y cosa = =¥ i Como senti cos = 1 (DE je = 1 yı r= 2: Puesto que 





sen 8 = 1/2,c0s 9 = —V3/2 de modo que la ecuación dada puede expresarse como sen + х) = 1/2 
cont = 5%/6, Entonces 0 + х 57/6 +x = arcsen1/2 = </6, 6/6, 132/6, 171/6, +++ ух = —20/3, 
0, 4/3, 2%, +=». Como antes, las soluciones buscadas son к = 0, 41/3. 


Obsérvese que r es la raíz cuadrada positiva de la suma de los cuadrados de los coeficientes de con х 
у sen x cuando la ecuación se escribe en la forma а cos x + $ en x = с, esto es, 
yo FR, 


La казса no tiene solución i s et mayor que o menar que 1. 











3.200 = 1— sen x. 
Primera solución. Como en el problema 10, se tiene 
Acor = 1 — Zsen x + sentz, 
Ай — sentz) = 1 — 2 sen x + sente, 
sens —2snx — 3 = (5 sen x + 3) (en x — 1) = 0. 


De бех + 3 =O, sen я = —3/5 = —0,5000 y x = 216%52", 323°%'; deseniz —1 0, 
weax-l y x= 
Comprobación. Para x = «/2, 200) = 1 — 1; 
para х = 216752), 2(—4/5) 1 — (9/8); 
рага х = 323%, 4/5) = 1 — (-8/9- 
Las soluciones buscadas son x = 90°, 323°8'. 








Segunda solución, А escribir la ecuación en 1а forma 2 сов x + sen x = 1 y dividir por r = 
VERTE = уб, se obtiene 


A ес 


2 Hs 
Do AORTA 


Sen sen = 2/5; cos =1/v8; entonces 1) se convierte en. 
he --— E 
T NET 


donde 0 = 63°26. Por tanto, Û + ж = 3267 + < = are sen(1/v/5) = are sen(0,4472) = 26°34', 
163%28/, 386*34^,.-- y x = 90°, 323°8' como anteriormente. 








| 
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Ecuaciones que contienen ángulos múltiplos. 





12. sen зк = VE ] 
Como se buscan, valores de £ tales que 0 Sx «25, dx tiene que ser tal que 0 S 3x < ôr. 
Entonces ax = 5/4, 7x4, 131/4, 15/4, 215/4, 208/4 y 

х = зел, 75/12, 195/12, 6x/4, Te/d, 29=/12, Cada uno de estos valores es una 
solución. EE. 

х 3er Die 


12. end =4. 


Como se buscan valores de x tales que 0 5 х < 2s, js tiene que ser tal que 0. 5 < x: 
Entonces bx = «/8.y а= 2/5. 


14. sen 25 + cos x = 0. 


Se efectúa la sustitución correspondiente a sen 2x, y se obtiene 
2 sen x cos x + совл = conx (2вепх +1) = 0. 


ре coas = 0; x-«/2342Ó de menz = —1/%, x «72/6, 111/6. 
Las soluciones buscadas son x = x/2, 7/8, 35/2, 115/6. 


15. 2 cos! jx = costz. 


Si se escribo 1 + cos x en vez de 2 cost $x, la ecuación se transforma en сойх — cos x — 1 = 05 
entonces cos = LËMË 1.6180, —0,8180. Puesto que cos x во puede ser mayor que 1, se considera 
“únicamente cos x = 00180 con lo que өө obtienen las soluciones x = 12810", 23160", 


Nota. Para resolver VZcosdz = cosx y v/Tcosls = —cos x, ве elevan al cuadrado ambas igual- 
dades y se obtienen las ecuaciones de este problema. La solución de la primera de estas ecuaciones es 
231960" y la solución de la segunda ев 1287107. 


16, cos 2x + cosx +1 = 0. 
Si ве escribo 2 соёт — 1 en vez de cos 2s, se tiene 2 costx + сов = сок z (2 cosx +1) = 0. 
De cor 0, х= я/2,3«/2: de сов = —1/2 x = 2e/3, 4/8. 
Las soluciones buscadas son x = +/2, 21/3, 31/2, 4/3. 


17. tan 2x + 2sen x = 0. 


sen _ 2senz сох 


Mediante tan 2x = EAE „ PHI сок, nelega a 


Len x cosx 
сов Ex 


De sen x = O, x = 0,1; de cosx + cos Ze =cosx + 2со®х —1 = (2conx — 1)(совх + 1) =0, 
j, 5«/3, y =. Las soluciones buscadas aon x = 0, «/3, z, 5/3. 





[TENUIS 


+2enz = 2а (E +1) = 2зевх (OE TD 





18. sen Ze = epa 2s. 
Primera solución. Tómese 2x = зү fntonces, es necesario resolver sen $ = cos 0 para 0 50 < 4x. 
Entonces 8 = x/4, 55/4, 92/4, 13х/4 y х = ®/2 = «/8, 5/8, 9/8, 18«/B son las soluciones. 


solución. Dividida por cos 2, la ecuación se transforma en tan 2« = 1 cono que 2х = «/4, 
5x/4, 9«/4, 125/4, como en la primera solución. 
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19. sen 2r = cons, 
Como сов dx = cos 2(2s) = 1 —2 sent 2x, la ecuación puede expressrss en la forma 
Benî j pen 2 — 1 = (2 sen 2z — 1) (sen 2e 1) — 0. 
i. de de a 0 6 ма 25 RE - 1/0, e, 194/6, 124/8 у x ==/12, 50/18,439/22, 
17/13; de sen 2x £1 — 0 6 wen 2r — —1, 2х = 39/2, 72/2 y x = 32/4, 7.04. 
Todos estos valores son soluciones. 
ei shs бу 








30. sen dz = сов 2. 
Para evitar la sustitución de sen 3x, se puede utilizar uno de los procedimientos siguientes; 
Primers solución. Ya que cos 2z = wendx — 25) y ademán, cor 2x = senie + 22), considóreso 

о) sen dz = sends — 21), puesto que 3x = «/2 — 2r, 54/2 — 25, 9x/2 — 25, + 
b) sen dz = sene +22), puesto que Зх = х/2 + 2x, 5</2 + 2r, 9/2 + 2x, 











De a), 6x = «/2, 62/2,92/2, 135/2, 17e/2 (puesto que 5x < 10%); y de b), x = x/2. Las solucionan 
buscadas son х = =/10, 3/2, 92/10, 135/10, 172/10. 


¡Segunda solución, Ya’ que sen als cosl]e — 3r) y cos 2x = cos( 25), considértsi 
€) coe 2x = conde — 32), puesto que ба = «/2, 52/2, 9/2, 191/2, 17«/2, y 
4) co0(—2x) = coss — 3x), puesto que x = «/2, como antes. 


21. tan 4x = cot бх. 
Como cot 6x = tanifa — Gs), considérese la ecuación tan 4x tane — ба), 
Entonces, 4x = 4/2 — 62,.3«/2 — б, 55/2, = 82,2», porque el. período de la función tan 0 es s; 


Ail, 10% = 5/2, 36/2, 80/2, 72/2,.98/2, ^» «, 3094/2: y las soluciones buscadan son. 
Z = 5/20, 3/20, </4, 79/20,+==, 992/20. 





22. wen Sx — sen dx — sen x = 0. 
Se sustituye sen x — sen 3x por 2 cos Ax sen x (capítulo 12), para transformar la ecuación dada en 

Feo dz sen x —senz = sen x (2 cos dx —1) = 0. 
De fena = Dite Or ч} de 2 cos Ama = 0 d cos arik 1/2, dr = x/3/ 06/9, 76/3, 118/8, 186/3; 


179/8, 19«/2, 23/3 y x= 2/12, 52/12, 72/12, 11/12, 132/12, 17«/12, 192/12, 292/12. Cada uno 
de los valores obtenidos es una solución. 














23. Resolver el sistema (1) 7 "е 


a су. 


Bo eleva al cuadrado cada ecuación y, después, se suman las ecuaciones resultantes, con lo que 
Peon d+ rect = p 13 y т = VIS = 4606. 


Cuando r > 0, sen 0 y cos 8 son ambos > 0 y 8 es agudo. 
Sise divide (1) рот. (2), tan 8-9 2/3 = 0,6667 y & — 339117. 


0) reene o 
24, Resolver al sistema (Ln a) Par» y ODA 


1 4(1 + sen 
жез EE 
(2 sen $ + 3) (enê —1) «9. 

De ean е — 1 = O, sen = 1/2, ¢ = /6 y 5/6; según (D, r(1/2) = 3 y r = 6, 
Obsérvese que no se considera 2 sen $ + 3 = 0 porque, cuando F > 0, sen 8 > O por (1). 


Las soluciones buscadas son 4/6, r=6 y = 5«/6, r = 6. 





Si se divide (2) por (1), 

















ECUACIONES TRIGONOMETRICAS 


(sen x +seny = 1,2 


= Aes (2) cos x + cos y = 1,5 


para 0 Sz, y < 21. 


Como cada una de las sumas que aparecen en el miembro izquierdo de cada ecuación es mayor que 1, 
todas las funciones son positivas y tanto x como y son agudos. 





Aplicadas las fórmulas convenientes del capítulo 12, se obtiene 


a) 2senf +y) cmd =9) = 12 
(2) zem +y) ced —y) = 15. 


sen ha ta) 12 
Si sê divide (17 n. = tan = E 0,8000 = seror 
LI aa тт) der» тт y dec» 


porque }(х + y) es también agudo. 
ов 


La sustitución de sen lx +y) = 0,6248 en (17), lleva а cos Lx =) = сешц 7 09603 y 
de-» 10120 
Entonces х = c +y) +40 —y) = BOSE y у= Ма +), М cy) = 22:20", 


26. Resolver Arc cos 2x = Arc sen x. 
Si x es positivo, а = Are cos 2х y $ ~ Are sen x pertenecen al cuadrante I; si x es negativo, а porte- 
neco al cuadrante II y $ pertenece al cuadrante IV. Así, x ha de ser positivo. 


Para x positivo, sen $ = x y cos $ = VIZ, Si ahora se expresan los cosenos de ambos miem- 
bros de la ecuación dada, se obtiene 


сон(Ате сов 2x) = cos(Arc sen х) = cosp 6 2x = VIT 
Al elevar al cuadrado, dx = 1 — at, бе = 1 y x= B/S = 0,4472. 


Comprobación. Are cos 2x = Are cos 0,8944 = 26°30 = Arc sen 0,4472, donde el arco está expre- 
sado con una aproximación de 107. 


A 
27, Resolver Arc cos(2x* — 1) = 2 Are con]. 





Sea а = Arc cos(2x* — 1) y 8 = Arc cos |; entonces сов а = 224 — 1 y con = 
Si se escriben los cosenos de ambos miembros de la ecuación dada, se obtiene 
cosa = 2t =1 = cos 28 = cog — 1 = 20 -1- b. 
Entonces 2s =} y z= +}. 
Comprobación. Para x = +} Are cos(-} = 2 Are con] 6 120° = 2007). 





28, Resolver Are cos 2x — Are cos х = 1/3. 
Si x es positivo, O < Are cos 2e < Arc cos x; si x es negativo, Are cos 2x > Aro cos x > 0. 
Entonces, x ha de ser negativo. 


'Tómeso a = Are cos 2x y à = Are cos x; entonces cos a = 2x, sen a = VT — dE cos ê = x y 
seng = VÍ =F porque tanto s como $ pertenecen al cuadrante П. 


Si se expresan los cosenos de ambos miembros de la ecuación dada, 
costa 20) 2 cos aeos + sen амар = 2 + TIT - оба 9/3 ©} 
o VTA TSF -p-e 
Al elevar al cuadrado — 5х* + 4t = 12:5 c a, ar =F y <= 4 








Comprobación. Are cos(—1) — Are cos( -D = = = 22/3 = =/3, 


ECUACIONES TRIGONOMETRICAS: 131 


29. Resolver Are sen 2e = Je — Are sen s. 


Tómese a = Are sen 2: y £ = аге sen s; entonces sen a = ® y sen $ = x. Si x es negativo; « y 
A pertenecen al cuadrante IV. Así, x ha de ser positivo y ¿ ha de ser agudo. 


escriben los senos de ambos miembros de la ecuación dada, 
sen x = sene 6) = sen je cos $ — cor fesen $ 
o = уЗ утта -Vr y VE +i = IR 
Alolevaral cuadrado, (8 + 4 ЛЗ +1)st = 1—3* 001/0074 VE), у s e 02007. 
Comprobación. Arc sen 0,5054 = 30°22"; Arc sen 0,2527 = 149387 y je — 14°38" = 30°22. 








30. Resolver Aro tan x + Are tan(l —x) = Are tan 4/3. 
Tómese a = Arc tanx уф = Arc tan(l — x); entonces tan а = x y tan $ = 1- x. 
Si se expresan las tangentes de ambos miembros de la ecuación dada, 





aq). =з мав 1ے س‎ © e 
PUTO тааваар Ia =a) dace AO e In 


Entonces 3 =4—4x + dr, 4t dr tl = (2-1 = 0 y x=] 


Comprobación. Ате tan] + Arc tan(l — f) = 2 Аге tan 0,5000 = 59%' y 
Are tan 4/3 = Are tan 1,9393 = 538", 





PROBLEMAS PROPUESTOS 


Resolver cada una de las siguientes ecuaciones para todos los valores de x tales que 0 5 х < 2e. 





81. senz = Y 3/2 Resp. 2/3, 2«/8 
32. coste 1/2 Resp. «/A, 9«/4, 5/4, Te /4 

33. sen x cos x = 0. Resp. 0, «/2, =, 32/2 

34 (tanz =1) (2sen x +1) = 0. Resp. </4, 15/6, 52/4, 15/6. 

35. nent = sen x — 1 = 0. Resp. 2/2, 7«/6, 11/8 

36. sen 2x + son x = 0. Resp. 0, 26/3, я, 42/3 

37. сов x + cos dix = 0. Resp. «13, =, 52/3 

38, 2 tan хзепх — tan x = 0. Resp. 0, =/6, 52/6, = 

39. 2cosx + мех = 3. Resp. 0, x/3, 52/3 

40. 2wnx + ссх = 3. Resp. =/6, «/2, 6x/6 

4l senz kl = coni. N Resp. 0, 31/2 

42. мех — 1 = tanz Resp. 0 

43. 2cos # + Juen x = 2. Resp. 0°, 11297* 

44. Sson x + 5совх +5 = 0. Resp. 180°, 24156^ 

45. 1 + senx = 2 cos x. Resp. 38°52', 270° 

46. 3зепх + deo x = 2 Resp. 103187, 330°41' 

47. wende = VE Resp. 2=/9, 5«/6, 52/3, 115/8 

48, tan 3x = 1. Resp. =/12, 52/12, 32/4, 132/12, 172/12, 7/4 
49. cosx/2 = Y 3/2 Resp. =/8 


80.cotz/3 = 1/4 E Resp. No existe solución en el intervalo dado 


ho 1 
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51. sen x cosx = 1/2. 
52, senz/2- coaz = 1. 

53, sen dz + sen x = 0. 

54. cos 2x + cos ax = 0. 

55. sen 2z + sen 4x = 2 sen dx. 

58. cos бх + cosx = 2 cos 2x. 

57. sen x + sen Зх = cos x + cos 3r. 





58. r 





seno 
cos 20 
= acoso 
r = a sen 29 





59. 





60, = 401 + cos 0) 
r= deco 


Resp. 5/4, 5/4 _ 

Вер. 0, </3, 52/3 

Вер. 0, 5/2, ж, 9e/2 

Ree SNES 

Resp. 0, 2/3, 25/3, я, 42/8, 51/3 

Resp. 0, =/4, 29/3, 35/4, 5=/4, 42/3, 7/4 
Resp. 2/8, 2/2, 52/8, 9к/8, 3«/2, 181/8 


Resolver cada uno de los siguientes sistemas pera O y 02% <= 





Rep. 6 = 2/6, r 
55/6, r = afl 0 = 31/2, r = -a 


=/2, rm r Sr m 0 
Vie 






Resolver cada una de las siguientes ecuaciones. 


61. Arc tan 2x + Arc бах = 2/4. 
62. Arc sen x + Are tan x 2/2. 
63. Ате сов x + Arc tan x = 2/2. 


Бер. х = 0,281 
Resp. х = 0,786 
Resp. х = 0 


CAPITULO 18 


Números complejos 


NUMEROS IMAGINARIOS PUROS. La raíz cuadrada de un número negativo (por ejem- 

plo, =I, Z5, /=9) recibe el nombre de número imaginario puro, Como, por 

vb = VB V I y v-8- II = Зу/—1, es conveniente 

utilizar el simbolo i = v/—I y adoptar /—5 = iV Бу v/—9 = 31 como la forma 
números. 


El símbolo i tiene la siguiente propiedad i* = —1. Para potencias enteras mayores 
ве tiene que Р = Fi = (Di = —i, Р = ()* (11,0 |, etc. 





El uso de la forma normal simplifica las operaciones con los números imaginarios 
puros y evita la posibilidad de cometer ciertos errores comunes, Así, v/—U- VI = /=30 
a аа = 6i pero ZY. (ZT и 4/38 уа que (=5. = 
i - 


NUMEROS COMPLEJOS. Un número de la forma a + bi, donde a y b son números reales, 
recibe el nombre de número complejo. El primer término, a, es la parte real del número 
complejo, у el segundo término, bi, es la parte imaginaria pura. 

Puede considerarse que en los números complejos están incluidos todos los múmeros 
reales y todos los números imaginarios puros. Por ejemplo, 5 = 5 + Oi y 3i = 0 + 31. 
Dos números complejos a + Bi y c + dí son iguales solamente si a = c y b d. 
El conjugado de un número complejo a + bi ез el número complejo a — bi. Así, 
2431 y 2 — 3i, -3 + 4i y —3 — 47 son pares de números complejos conjugados. 
OPERACIONES ALGEBRAICAS, : 
1) Adición. Para sumar dos números complejos, se suman, separadamente, sus partes 
reales y sus partes imaginarias puras, 
EJEMPLO 1. (2431) + (4—50) = (2 +4) + (3 = 5) = 6 — 2i 
2) Sustracción. Para restar dos números complejos, se restan, separadamente, las 
partes reales y las partes imaginarias puras. 
EJEMPLO 2. (2 + 3i) — (4 — 50 = (2 — 4) + [8 =(-5 = -2 8i. 
3) Multiplicación. Para multiplicar dos múmeros complejos, se efectúa la operación 
como si fueran dos binomios algebraicos corrientes, y se sustituye i* por — 1. 
EJEMPLO 3... (2 +30 (4— 5i) = 8+ 2i — 15 =8 +2 = 18(- 1) = 23 + 2i. 
4) División. Para dividir dos números complejos, se multiplican el numerador y el 
denominador de la fracción рог el conjugado del denominador. 


24+3i _ (24-3004 +50 (8—15)+(10+12)i 








2-81 ^ = 





(Obsérvese la forma del resultado; no es 275 ZF ni 7 + 220) 


(Véanse los problemas 1-9.) 
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REPRESENTACION GRAFICA DE LOS 
plejo x + yi se puede represent 
A косе camem ERES З 
El punto O, cuyas coordenadas son (0, 
“Todos los puntos situados en el eje de 
corresponden a los números reales x + | 
eje real, Todos los puntos situados еп 


(0, y) y corresponden в los números imagi 


(Fig, 18-A) 


"Todo número complejo se puede 
mediante un punto P sino también (véase la 
recta dirigido o vector OP. 


REPRESENTACION GRAFICA DE LA ADI 
Sean z, = x + у, у nom ж, + бу, dos mime 
torial de estos números (Fig. 18-С) sugiere la. 
determinar gráficamente la suma 2, + 2, = (5, 

Puesto que 2, — 2, = (х, + iy) — (x, + YJ 

ferencia z, — 2, de los dos números complejos se püec 

la aplicación de la ley del paralelogramo a x, + y. 

La Fig. 18-Е ilustra la suma OR = 2, + 2, y la di 
que los segmentos OS y P,P; (la otra diagonal 


Y 


(Fig. 18:0) 
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FORMA POLAR O TRIGONOMETRICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS, 
Considérese el número complejo х + yi representado (Fig. 18-F) por el vector OP. 
Este vector (y, por tanto, el número complejo) puede expresarse en términos de la 
longitud г del vector y de cualquier ángulo positivo 6 formado por el vector y el semi-eje 
positivo de las X (semieje real positivo). El número r = VF FP es el módulo о 
valor absoluto del número complejo. El ángulo Ө, llamado argumento del número com- 
plejo, se escoge, generalmente, como el menor ángulo positivo tal que tan 6 = y/x, 
aunque, a veces, puede ser más conveniente escoger algún otro ángulo cofinal con él. 

De acuerdo а la Fig. 18-F, х = r cos 0 y y = r sen б; entonces z = x + yi = 


rcos 0 + ir sen Û = r(cos 0 + i sen 0). e 

тіла о trigonométrica, у la expresióntz — x T УГ denomina forma bi- 

uud Тр жеч. 
кА... А. 





1-43 





(Fig. 18-F) (Fig. 18-G) 


EJEMPLO 5. Expresar з = 1 — (УЗ ев forma polar. (Véase la Fig. 18-0.) 
El módulo ear = (IF FIYI" = 2. Como tant = у/х = -y3/1 = 
М3, el argumento û puede ser 120° 6 300". Ahora bien, sabemos que P perto- 
тесе al cuadrante IV; entonces, 9 = 300° y la forma polar buscada es z = 
rícos 0 + ¿nen 8) = 2(cos 300° + [sen 300°). Obsérvese que z puede representarse 
también por la forma polar 2 = 2[cos(200* + n360*) + i sen(900* + п360°), 
donde п es un entero cualquiera. 
EJEMPLO 6. Expresar el número complejo z = 8 (cos 210* + ison 210°) en forma binómica. 
Сото cor 210° = —/3/2 y sen 210% = 1/2, 
2 = Bicos 210° + ¿sen 210%) = B[-/3/2 + И-1/0] = —4 V3 — 4i 
es la forma binómica buscada. 
(Véanse los problemas 12-13.) 


MULTIPLICACION Y DIVISION EN FORMA POLAR. 
Multiplicación. El módulo del producto de dos números complejos es el producto 
de sus módulos, y el argumento del producto es la suma de sus argumentos. 
División. El módulo del cociente de dos números complejos es igual al módulo del 
dividendo dividido por el módulo del divisor, y el argumento del cociente es igual al 
argumento del dividendo menos el argumento del divisor. Para las demostraciones de 
estos teoremas véase el problema 14. 


EJEMPLO 7. Encontrar a) el producto ma 8) el cociente n/a у c) el cociente 2/2 si 
2, 7 2ícos300* + i sen 300%) y д, = Bicos 210° + i sen 210°). 
а) El módulo del producto es 2/8) = 16. El argumento es 300° + 210° = 510% 
pero, conforme a lo convenido, se debe tomar el menor ángulo positivo cofinal, 
510* = 960* = 150°, Asi, xx = 16(c08 150° + ¡sen 150°). 
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» El iódulo del cociente n/a BB = {у e argumento es300* — 20 
Ач, а/ш = eon 90° + йа 
e) E módulo del cociente , 
El argumento ea 210°- = —90*. pero se debe tomar el menor ángulo 







ment 


ain = эш 


TUS 


- (eos 270* + i sen 270% igual 
mnn. 





TEOREMA DE DE MOIVRE. Si n es un número racional cualquiera, 


(ricos 6 + i sen 6) = ricos n 8 + i sen nl). 


La demostración de et teorema está fura de os objetivos de өңе libro; en el pro- 
blema 17 aparece una verificación para n = 2y n= 8 


EJEMPLO В. (T — 09 = [2(c04:930* + isen 3809) wea Он» 


= Fco 10.330 ен IFS) 
== 1024(сов 60° + i sen 60°) = 
= 512 + 51213. 






` та forma: pola! id ts 
аф igiene 


4 VE [cos(315*. +  360*). 
donde k es un entero cualquiera, incluido el 
un E o 


(4 VZ Icon(315" + A360%) + fu 
EET 





= uv" (eos 
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0: V/Z (сов 63° «4-1 ве637) = Ry 
1: VZ (сов 135° + ¿sen 135°) = В, 
2: v (con 207% + ¿sen 207%) = Ra 
3: V2 (cos 279° + ¡men 279%) = Re 
4: V (cos 351° + isen 351°) = Re 
5: V/F (сов 423° + i sen 423°) 


= V (cos 63° + ¡sen 63°) = R, ete. 


Así, cuando se le dan a klos valores 0,1,2,3,4 (p. ef. 
0,1,2,3,++, n — 1),_ se obtienen las cinco raíces quin- 


tas buscadas, 
(Véase también el problema 19.) 


El módulo de cada una de las raíces es /Z de 
donde se deduce que las raíces воп puntos de una 
cirounferencia cuyo radio es y/Z y cuyo centro coinci- 
de con el origen. La diferencia de argumentos entre dos. 
raíces consecutivas es de 72°; por tanto, las raíces es- 
tán separadas unas de otras por arcos iguales, como 
so muestra en la figura. 


raria 





PROBLEMAS RESUELTOS 


En los problemas 1-6, efoctúense las operaciones indicadas, simplifiquese, y exprésese el resultado en la forma 
a 


É d =4 + (=6 + T0,» Q - 8) + (C4 +i = -1+м 
O + -(-1+з0 - ê (+ 8-36 = 8-1 
@ а@+дйаз-) 642 + A+ -8-i 
potra — 4D = 916 = 25 








be. 
1*5. 043) 0-). @++(—1+6н4 _ 
"Tti" Ge) @-0 4*1 rhi 
=н 8-200430. (640 + i 12 агр 
Т 2-30 dea) ^ 4*9 Hil 






7. Encontrar valores de x y y tales que 2x — уі 4 Si. s "> 
Ады dr = 4 y -y = 3; entonces x =2 y у= -3 


8. Demostrar que lós números complejos 2 + 1 y 2 = (son raices de la ecuación cúndrática 
5 с = 


Para x = 2 + i: (2 42+0 +5 =4 + ai +E Ват 
Paras 25 e2 aR AO OE alo 
Cada uno de los números dados es raiz dela ecuación porque cada uno de ellos la satisface. 





que cada ш 

9. Demostrar que el conjugado de la suma de dos números complejos es igual a la suma de oa conjugados 
de dichos números. +7 Cue? т 

Sean a + bi y є + di dos mimeros complejos cualesquiera: Bu sum es (е + c) + (04 Фу 


el conjugado de la suma es (a Fe) — û 4d. j1 
Lon conjugados de on dos números son герете — Hi y € — di y la mima de etos con- 


jugados es. 
ed FC Din (e do di. 





| 
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10. Representar gráficamente (como vectores) los 
sa) 342; b) 2i e -245 d) 
Se localizan, sucesivamente, los puntos 

se une cada punto con el origen O. 
11. Efectuar gráficamente las siguientes operaciones: 
EE O 





d Js +з 


Para c), trácense los vectores 
logramo, como se indica en la Fig. (©). 


Para d), trícense los vectores correspondientes a 4 + 3i y 
logramo, como se indica en la Fig. (d). 


l. Expresar en forma polar cada uno de los siguientes. 

a) 1HV, b) 6v Hh, 02-2, d) -3= 

в) P pertenece al segundo cuadrante; r = 
Así, 2 = 2(cos 120° + f sen 120°). 

b) Р pertenece al primer cuadrante;r = VE VIF FF 
Asi, з = 12(008 30° + ¿sen 30°). 

€) P pertenece al cuarto cuadrante r; 
Ani, а = 2yHicos 3157 + ¿sen 315°). 

d) P es un punto del semi-eje negativo de las X y 8 = 180% 
Así, z = З(сов 180° + i sen 180°). 


Así, 2 = dicos 90° + {зеп 90°). 


f). P pertenece al tercer cuadrante; r = 
Así, 2 = B(cos 233°8/ + ¿sen 23378"). 
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13. Expresar en forma binómica cada uno de los siguientes números complejos г: 


а) 4(cos 240° + í sen 2409) e) Sícos 90* + {өеп 900) 
B) 2(cos 315° + ¿sem 8159) d) Sicos 129" + š sen 128°). 


а) (con 240" $ ¿sen 240°) = 411/24 (- VI] = 2248 

b) сов 315° + isen 315°) e 211/42 + i(71/v2) = VE iVE 

€) cos 90° + ¿nen 90%) = 30+] = 3i 

d) Slos 128" + вав 128%) = BL 0,0157 + i (0,7880)] = —3,0785 + 94001. 


14. Demostrar que: а) El módulo del producto de dos números complejos es el producto de sus módulos, 
y el argumento del producto es la suma de sus argumentos, 
3) Et módulo del cociente de dos números complejos es igual al módulo del dividendo 
dividido par el módulo del divisor, y el argumento del cociente es igual al argumento 
del dividendo menos el argumento del divisor. 


Sean # ricos ® + isen Mh у mem alcon %, + isen t) dos múmeros complejos cualesquiera. 
4) nm = псов h + isen N) песнь + isen ts) 

= rira ícon ® cón le — sen By den M) + (sen Ьу cos ty + cos & sen 40] 

= riralcon (h + 04) + Гава + ad 
gj [Меш do + i sen &) _ лсо t Fem M) (cos ty — i nent} 

A o 
Ts, (Con сов + sen besen M) + Épon B cor ty — cos зеп) 
n Cort ren 








= еони = ta). + iseni 00. 


15, Efectúonse las operaciones indicadas y exprésese el resultado en forma polar y en forma binómica. 


а) Sícon 170* + i sen 170°) » (cos 55° + ¿sen 55°) 
8) eos 50° + i sen 50°). З(сов 40° + i sen 40°) 
€) Geog 110° + ¿sem 110°) » dcos 212° + i sen 212%) 
4) 10(c0 305° + i sen 305°) + 2(сов 65 + ¿son 65°) 
0) icon 220° + i sen 220°) + 2icos 40° + i sen 40°) 
f) Scos 230° + i sen 230°) + diens 75° + ¿nen 75°) 
в) El módulo del producto es 5(1) = 5 y el argumento es 170° + 55° = 225%. 
El producto, n forma pole, ө Beo 298% + мв 225) y. en formaa ind, ө, 
-V1a-ivEm = – Бута — SII 
» YID = 6 y el argumento es 50% + 40% = 90% 
El producto, en forma polar, es 6icos 90° + i sen 90°) y, en forma binómica, es 60 + 0 = 6i. 
© El módulo del producto es 6) = 3 y el argumento es 110° + 212° = 322% 
El producto, en forma polar, ea 3(cos 322° + f sen 322) y, en forma binómicn, es 
310,7880 — 0,61570 = 23640 — 184711. 
4) El módulo del cociente es 10/2 = 5 y el argumento ex 305° — 68° = 240% 
El cociente, en forma polar, es 5(cos 240° + i sen 240°) y, en forma binómica, es. 


60-12 ¿3/2 = -5/2— 8i 
+) El módulo del cociente es 4/2 _= 2 y el argumento es 220* — a 

nre p asf +00 = 2. 
—75° = 155°. 


El cociente, en forma polar, ев 2(cos 180° + ¿sen 180") 
f) El módulo del cociente es 6/3 = dues 
El cociente, en forma polar, es 2(cos 155° + binómica, es 
proc "ш а 













16. Expresar cada número еп forma polar, 
binómica. 


а) (1 +i (o D a ++ 2 G+ 2+0 
b) (з — 3V3) (—2 — 2i v/3) A) (2 + 35 + (2-30 
e) 4 4013) + (248 + 2i) ал 


“indicadas y dar el resultado en forma 



















2) (1 + iv) (VS HD cos 1208 Ж ‚+ isen 30°) 
= (сов 150° + v3; rd = -2v3 +2 


8) (3 — 3EV) (2 —2iVD) = боо 300% (сон 240" + зеп 240°) 
= сов 540" + 1 +0) = A 


© & — шу + (248 +28). = Месе 300% 380* + ¿sen 150°) 
= сов 150%. g2 +10 = Vai 


d) 2+ (VS + 0 = 2(cos 180" + ¿sen 


6î + (48 —3) = 6(cos 90° + isen 
= Vico 225 +1 


пика. RIO in Rn 


a) LS Tene зе" 
4-3 07 Vila M31 + en 


= cos 1129387 + isen 112738" = 





17. Verificar el teorema de De Moivre para n» 2 y a = 3. » med 
Bes z = гов 0 + i sen $) un número Complejo cualquiera. mo 


Рат п = 2: zt = [ricos 8 + (oen )llricos Y + {өеп}, 
= ricos t — sen 0) + ¿(2 sen 0 cor] = ricos 28 + | 


ага = (ricos 28 + Teen 20] Ir(eoo 6 {ме Î E 
7 ricos 20 con 8 — sen 26 sn 9) + ilmen 20 cos V. 
= preoa 38 + i sen 30). 


Por inducción matemática se puede demostrar el teorema para 
18. Evaluar, mediante el teorema de De Moivre, cada una de las siguien 
forma binámica: a) (Hivd. b) 130% eh (1 FD | 


в) (1 + iV) = [leon 60° + í sen 609) 
= Picos 240° + i sen 240%) = ~i 


B (VS 09 = [Reon 330° + isen 390°) = con 1650* + [ев 
= S2icos 2109 + ¿non 210%) 10V — 16i 


e (=1 + < [V (con 136? + inen BSF = ao 270: + 
шу +30 = [VTE (eos 56°19” + {зеп 567197)Р = 13/cos 225% 
- 169(-0,7008 — 071040 = —118,9 —120,1i. 










Paa n mi om 



















19. 
а) Las raíces cuadradas de 2 — 2iy 3 
Zaida 


(2, 20/8)? = 2lcos(150* + k 180% + й 
Para # = 0 y 1, las raíces buscados son 
R, = (сов 150° + ¿men 150%) = 2(— 


» 8 MÎYE = 18сом” + 390") + ¿nen 
y (-8 8i) = 2icos(60" + 490% + i 
Para А = 01,23, las raíces buscadas son 1 
Ri = 2005 60? + ¿sen 60%) = 2@ф +! 
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Ra = 20609 150° + ¿sen 150°) CED = -v3 +i 
Ry = Picos 240° + isen 240) = 2} iy) = 1 iS 
Bü «(сов 390" + isen 390%) VD а уЗ — 

° AVE AIV = в|сонз° + k 360°) + Гзепї135* + K 360) 

y [AVE + ЧУ)! = 2[соз{45° + k 120°) + i зем45° + # 120°]. 


Para k = 0,1,2, las raices buscadas son 
Ri = icon 48 + isen 45)  2U/YE + VD = y+ iva 


В, = 2icos 165° + isen 165°) 
R, = cos 285° + ¡sen 285°). 
d) 1 = cos(0 +R 360°) + i зем" + Ê 360°) y 11 = cosik 120°) + i sent 1209), 
Para k = 0,1,2, las raíces buscadas son, 
R, = cos0° Eisen = 1 
Ra = сов 120° + i sen 120° = j + iva 
R, = cos 240° твен 20? -}-4}у3. 
Obsérvese que Ri = cos 2(120%) + ¿sen 20120) = Ra, 
В = cos 2(240% + isen 240°) = R, y 
RiR, = (сов 120° + í sen 130°) (сов 240* + i sën 240%) = con 0° + iben 0° = Ry. 
f) i = соз(90° + А360") + ineni90" + А 360") y (1/4 = cosi20]* + 190%) + i wen(22]* + 490%), 
Ам, laa raíces buscadas son 
R, = cos j^ + i sen 22) R, = cos 202]* + ¿son 202]* 
В, = coa IPF Teen tiaj Ri = ожо + aen 292]. 
Т) —1 = cos (180° + K 360°) + i sen (180° + k 360°) y (—1)!® con(30* + 400%) + i sen(30" + 460°) 





А, Ins raíces buscadas son 
В, = con 30° + isen 30° = yg + di 

В, = con 90° + isen 90° = i 

В, = соя 180° + isen 150° = СТА 
Re = сов 210 + inen 210° = |у - di 
В, con 2709 + isen 270 = ~i 

В, com 330° + f sen 290% e у =i: 
Ri = Ri = cos 180* + i sen 180° con lo que Ra y Fo son las raices cundradas do 
con lo que Rs, Ra Ra son las raíces cúbica» de 


Obsérvese que 
lique Rf = R} = К = cos 907 + i sen 90° = 











y que R, = R, = Bi = con 270° + i sen 270" = —i con lo que Ra Ra, Re son Ins raices cúbicas de — i. 
£) —16i = 16/[c0s(270* + k 360°) + ison(270" + #3609] y ы 
М* <21cos(67Í* + А 909) + i sene + А 90%] Аш, las raíces buscadas son | 
R, = 2(c08 67)? + sen el Ba = Zicon 247)? + isen 247]*) 
Ra = 2icos 157] + ¿sen 1570) Ru = 2icos 387)" + i sen 337}°). | 
X Ё 


h 1406 = VTO[cost71*34" 8608) меа +A 3009] y 
(14 эд'® = y TO [icon 19" + X727) + i een(4*18! + ЁТЕ). Las raices buscadas son 





Kod в, = Хесе 149197 + f sen 1441977 
| RI босана Оа | 
, = TO cos 15919" + Faen 158719: l 
—— Re - Ў10(сов 230719! + (sem 230719) | 
Ra ¡TO cos 302719" + isen 30219"). i 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 


20. Efectuar las operaciones indicadas y expresar los resultados en la forma a + bi. 
о) (6-2+(24+90 48i b QVE (64 40) + (VE — Bi 


b) (6—2) - (2 +30 =4 — 6i D arf E V=) 84348 
€) G +2) + (-4 —8) = -1 т) 2-i-3—4i 

















d) (3 — 2i) — (4-31) = -1+i n) e, 

$ 33-5 =6-3 о ü ъз) = -6 + 4i 

f) 2i3 +40) = -8 + 6i = 

a) 2+301 +20 = — Ti Р) Кее 

№ @-з0@+20 = 16 1 em 

D а-20(-4+0 = -ю+ш y n, ë; s 
j) @+зйа+а) - 181 ata 





21. Demostrar que 3 + 2i y 3 — 21 son raíces de xf — 8E Ф180. 


22. Efectuar gráficamente las siguientes operaciones. € 


e) (2430 Q1 4D. e) cs: -a 
Ы 4-20 + 2-90 4) 4—2) — 2 +30), 


23, Expresar en forma polar cada uno de los siguientes números complejos. 
в) 3 + 3i = 3/Zicos 45° + í sen 45°) Й Bícos 180* + ¿sen 180°) 
b) 1 + i = (сов 60* + í sen 60*) f) “2i = (сов 270° + {өеп 270°) 
e) -2V5 — 2i = 4(cos 210° + isen 210°) ж) —12 + 5i = 18(008 15723" + i sen 157237) 
d) V2 -iv = Neo 315° + isen 315) №) —4 — 3i = B(cos 216°83' + i wen 216"027) 





24, Efectuar las operaciones indicadas y expresar los resultados en la forma a + êi. 
в) (сов 25° + i nen 25°) Bícos 200° + inen 200°) = 1242 — 124/21 
à) (сов 50° + isen 50") Z(cos 100° + i sen 100°) = —4v + 4i 


(cos 190° + í sen 1f 
DE cL rx dd 


12(cos 200° + ¡sen 200°) 
Ф асси SR Eisen 3800) ci 


25. Utilicese la forma polar para encontrar cada uno de los siguientes productos y cocientes, y exprésese 
cada resultado en la forma а + bi. 


аав = 2 A AD e BVT + 8i 
je [тук 

ЕЕ à a 
zitis. ELE 

о TERÊ = озона + озше د چو د‎ os 


26. Utilizar el teorema de De Moivre para evaluar cada una de las siguientes expresiones y dar cada resul- 
tado en la forma а + B. \ 





а) [2(cos 6° + ¿sen 65Р = 16/3 + 16i N (ут ach? eet 

b) [vicos 15° + ¿sen 75°} = 2.— 28i 1 

а AT 2/2 MUY 

о G2 VD = 12 - VÊ zV ado 

D VBE + i = — Y 

ю (3 +4° = —526,9 — 396.14 p [too 4580.40] 
y AZ y ADA 2, 








Era 78 ауз 


221 
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27. Encontrar todas las raíces indicadas y expresar los resultados en la forma а + bi, excepto en los casos 
еп que se requiera el uso de tablas. 


а) Las raíces cuadradas de i. Bep 2/2 +114, –ү?/2 – 12/2 
6) Las raíces cuadradas de 1 +48. Вер. V8/2 + iv1/2, —v8/2 — i22 
€) Las raíces cúbicas de —8. Rep. 1 + iV -2, 1-iv3 

d) Las raíces cúbicas de 27i. Вер. 3 3/2 + 3i/2, —34//2 + 34/2, -м 


Ф Las raíces cúbicas de —4y3 + 4i. 
Resp. 2(с0в 50° + ¿men 509), 2ícos 170° + isen 170"), (соя 290° + i sen 290°) 


f) Las raices quintas de 1 +i. Resp. {оов 9° + f sen 9), (соз BI* + i sen 81%), ete. 
4) Las raices sextas de = VJ +i. Resp. Ticos 25° + {зев 28), ¿/Zicos 85° + i sen 85°), etc. 


28. Encontrar las raíces décimas de 1 y demostrar que el producto de dos cualesquiera de ellas es, a su vez, 
una de las raíces décimas de 1. E 


29. Demostrar que el inverso de cualquiera de las raíces décimas de 1 es, a su vez, una raíz décima de 1. 


30. Simbolicese una de las raíces cúbicas complejas de 1 (problema 194) por uy, y 1а otra por ы, Demostrar 
que шае n y uio ш 


31. Demostrar que (cos ® + i sen 0)“ = cos nt — i sen nê. 


32. A partir de la igualdad de lossegmentos OS y P,P, de la Fig. 18-E encontrar un segundo procedimiento 
que permita la construcción de Іа diferencia OS = а, — za de dos múmeros complejos а y A 









plano se llama pie de la recta. 
dado si la recta corta al plano y si, 
la recta dada es perpendicular 


en su punto de 


Pig 19-A Fig. 19-8 


bre de arista del ángulo diedro. 

El ángulo plano formado por dos rectas que p 
A qos aT 

El ángulo plano, como el ¿EFG de la Fig. 19-С, se to 
diedro A-BC-D. 

Los ángulos diedros son agudos, rectos u obtusos si 
planos son, respectivamente, agudos, rectos u obtusos. 


ANGULOS TRIEDROS. Cuando tres planos tie- 
gan un sd punto comin deiemiaan och 
ángulos triedros. Aquí se considerará única- 
mente el ángulo triedro O-X Y Z que se señala 
con líneas gruesas en la Fig. 19-D. El punto 
común O es el vértice del ángulo triedro, y 
Jos planos OXY: OYZ у OZX эш las coros. 
Las caras, tomadas de dos en dos, forman 
tren gle diedros cuyas aristas ОХ, OV 
y OZ son las aristas del ángulo 
ángulos planos ХОУ, YOZ y ZOX, en las 
caras del ángulo triedro, son los ángulos de sus 
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La suma de los ángulos de dos caras cualesquiera de un ángulo triedro es mayor 
que el ángulo de la tercera cara. Véase la demostración en el problema 1. 

Га suma de lo Anales de las caras de LE EUA Eos са аваг que 990". Véase 
la demostración en el problema 2. 


ANGULOS ESFERICOS. La intersección de un circunferencia 
plano y una esfera es una circunferencia (Fig. = 
19-Е) que recibe el nombre de circunferencia 





plano 

cias. Obsérvese que, mientras P es el polo de 

muchas с ias menores. (de todas las 

circunferencias menores determinadas por pla- PLE 


nos a MM’), lo es, sin embargo, de una sola 
circunferencia máxima. 
Dos puntos diferentes de una esfera (como A y В еп 1а Fig. 19-F) que no son ex- 
iámetro pertenecen a una sola circunferencia máxima. El menor arco 
AB de esta circunferencia máxima es la curva más corta que puede trazarse sobre la 
esfera para unir los puntos A y B. 








TRIANGULOS ESFERICOS. La región de li 
circunferencias máim 





tivos lados opuestos a, б, €. 
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c del triángulo esférico se miden por los ángulos 
las caras BOC, СОА, АОВ de este triángulo triedro. 
Los ángulos А, B, C del triángulo esférico se. 
den por los ángulos ейте del ángulo tido El 
ángulo A se mide por el ángulo diedro В-ОА 
«с. 











А mo ser que se especifique lo contrario, se. 
considerarán aquí únicamente los triángulos esfé- -= pig 19-H 
ricos en los que cualquier lado y cualquier Angulo f 
ез menor que 180°. Para estos triángulos: 

1) La suma de dos lados cualesquiera es mayor que el tercer lado. 

2) La suma de los tres lados es menor que 360°. ' 
(Estos teoremas se derivan de los correspondientes teoremas referentes а los ángulos 
de las caras de un ángulo triedro.) 

3) Si dos lados son iguales, los ángulos opuestos son iguales, y recíprocamente. 

4) Si dos lados son desiguales, los ángulos opuestos son desiguales, y el ángulo mayor 
ве opone al lado mayor, y recíprocamente. 

(Estos teoremas. son evidentes intuitivamente у по ве dará una demostración for- 

mal de ellos.) 

5) La suma de los tres ángulos es mayor que 180° y. menor que 540% 

(La demostración de este teorema en el problema 8 requiere el uso del triángulo 

polar que se estudiará en la sección siguiente.) 

El exceso esférico E de un triángulo esférico es el valor del ángulo en que la suma 
де los ángulos del triángulo esférico excede a 180°. Por ejemplo, en el triángulo es- 
férico cuyos ángulos son А = 65°, В = 75%, C = 12% 

E = 65° + 70% + 112% — 180% = 72. 


TRIANGULOS POLARES. Sean A, В, C los vértices de un triángulo esférico. Trácense las 
tres circunferencias máximas cuyos polos son los 
tres vértices dados, Denomínese A” la intersección 
de las cincunferencias máximas cuyos polos son B y 
С y que se encuentra, respecto de BC, al mismo la- 
do que A; B' la intersección de las circunferen- 
clas máximas cuyos polos son C y А y que se en- 
cuentra, respecto de CA, al mismo lado que B; C^ 
la intersección de las circunferencias máximas cuyos 
polos son А у B y que se encuentra, respecto de 
AB, al mismo lado que C. El triángulo esférico 
ABC’ es el triángulo polar de ABC. Sus lados ве 
denominarán a’, 6’, e”, como en la Fig. 19-1. 

Los teoremas fundamentales referentes a los triángulos polares son: 


1) Si A'B'C' es el triángulo polar de ABC, entonces ABC es el triángulo polar de 
A' B'C'. (Véase una demostración en el problema 5.) 
2). Dados un triángulo y su triángulo polar, cada ángulo de cualquiera de los triángulos 
dados es igual al suplemento del lado correspondiente del otro triángulo; así, 
А =180°-а' B =180*-Ь С = 180 – с 
A= 180 са В'=180°-% С = 1807-0. 
(Véase una demostración en el problema 6.) 





Fig. 19-1 








ev 
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APLICACIONES. Para simplificar algunos cálculos, se acostumbra a considerar la Tierra 


сото una esfera. El eje de rotación de esta esfera interseca la superficio de ésta en los 
polos norte y sur, P. y P, de la Fig. 19-1. La circunferencia máxima cuyos. polos son 
P, y P, recibe el nombre de ecuador. Dado un punto cualquiera A, de la superficie de 
la Tierra, diferente de los polos, se llama meridiano de A a la semi-circunferencia 
Р,АР,. El primer meridiano о meridiano cero pasa por el observatorio astronómico de 
Greenwich, Inglaterra. 

La latitud (lat.) de A es la distancia angular desde el ecuador hasta A. Se mide por 
el ángulo A'OA о por el arco A'A del meridiano de A. La latitud se denomina norte 
о sur según que el punto dado se encuentre en el hemisferio norte o en el hemisferio 
sur. La diferencia de latitud entre dos puntos cuyas latitudes respectivas son L, y 
La, (L, > La), es L,—L, si ambos puntos se encuentran en el mismo hemisferio, y 
es L, + La si se encuentran en hemisferios diferentes. 

Las circunferencias menores determinadas por planos perpendiculares al eje se lla- 
man paralelos de latitud o paralelos, Todos los puntos de un mismo paralelo tienen la 
misma latitud. 

La longitud (long.) de A es el ángulo (no mayor que 180*) entre el primer meridiano 
y el meridiano de A. Se mide por el arco G'A” determinado en el ecuador por los dos 
meridianos o por el ángulo esférico G'P, A”. La longitud se denomina este u oeste 
según que el punto dado se encuentre al este o al oeste del primer meridiano, La diferen- 
cia de longitud entre dos puntos cuyas longitudes respectivas son à, y A» O, > A), 
ев 4, — 2, si ambos puntos se encuentran hacia un mismo lado del primer, meridiano 
y es menor que ^, + X, y es 360" — (û, + %) si se encuentran en lados diferentes, 

El ecuador y el primer meridiano hacen las veces de un par de ejes coordenados 
sobre la superficie de la Tierra; el ecuador corresponde al eje de las X y el primer meri- 
diano corresponde al eje de las Y de un sistema de coordenadas rectangulares en un 
plano, La latitud y la longitud de un punto A son las coordenadas de A con respecto 
а estos ejes; la latitud corresponde a la coordenada Y, mientras que la longitud corres- 
ponde a la coordenada X. Las denominaciones "norte" y "sur" dadas a las latitudes, 
y las d 'oeste” dadas а las longitudes corresponden а la coordenada positiva 
y negativa, respectivamente, de un punto en un plano, 


primer meridiano Ры, 











٠ Б‏ مواقي سه 
e Fig. 19-0.‏ > 


e n ii Tem y je a 


de la circunferencia menor que unen dichos puntos (Fig. 19-K) determinan dos tri- 
ángulos esféricos AP, B y АР, B. Uno de ве utilizará en un capítulo 
posterior para determinar la dist в una circunferencia máxima, (lon- 
gitud del arco AB) entre los dos. КЕЕ de а-н de 
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Cuando un barco o un aeroplano recorre un arco de circunferencia máxima entre 
dos puntos, su rumbo es el ángulo que el recorrido forma con el meridiano del barco 
о del aeroplano. En náutica y en aeronáutica, el rumbo se mide a partir del norte y con 
el sentido dirigido hacia el este. 


EJEMPLO. a) En la Fig. 19-L, un barco ha de navegar desde A hasta B. 
El rumbo inicial (rumbo en A) es el ángulo P, AB y el rumbo de 
llegada (rumbo en B) es el ángulo P, BC como aparece señalado. 

b) Еп 1а Fig. 19-M, un barco ha de navegar desde B hasta A. 
El rumbo inicial (еп В) es el ángulo P, BA y el rumbo de llegada 
(en A) es el ángulo P, AC como aparece señalado, 





Fig. 19-M. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Demostrar: La suma de los ángulos de dos caras cualesquiera de un 
ángulo triedro es mayor que el ángulo de la tercera cara. 

El teorema ев verdadero si los ángulos de las tres caras son 
iguales. Considérese entonces un ángulo triedro O-XYZ en el que el 
ZXOY es mayor que cualquiera de los ángulos de las otras dos 
caras. Determínese en OX un punto cualquiera A, en OY un punto 
cualquiera B y en АВ un punto D tal que ZAOD = ZXOZ. So- 
fálese en OZ un punto C tal que OC = OD. Unanse A y В con С. 

Enel triángulo ABC, AC + СВ > AB, AB = AD + DB, y 
AC + CB > AD + DB. Como los triángulos АОС y AOD son con- 
gruentes, АР = AC; de donde AC + СВ > AC + DB yCB > рв. 


Entonces, puesto que los lados OD y OB del triángulo ODB son. 

respectivamente iguales a los lados ОС y OB del triángulo OCB, 

“СОВ > ZDOB. Por construcción ZAOC = ZAOD. Por tanto, 
ZAOC + 2С0В > ZAOD + ZDOB = ZAOB 

que es lo que se quería demostrar. 


2. Demostrar: La suma de los ángulos de las caras de un ángulo triedro 
es menor que 360°. 

Sefdlense tres puntos cualesquiera A, B y C en las aristas del 
triángulo triedro O-X YZ. Obsérvese, en primer lugar, que existen. 
tres triángulos con vértice en O y que la suma de los ángulos de 
estos triángulos es 3-180° = 540"; esto es, 

ZAOB + ¿BOC + ZCOA + (ZOAB + Z0AC) 
+ (ZOBA + ZOBC) + (ZOCA + ZOCB) = 540°. 

Рог el problema 1, ZOAB + Z0AC > ZBAC, 

ZOBA + 20ВС > ZABC, y 
20СА + ZOCB > ZACB. 








3. Sean A y В dos puntos cualesquiera de una circunferencia. de. 
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Entonces ZAOB + ZBOC + COA + ¿BAC + ZABC + ZACB < 540° o 
ZAOB + ¿BOC + 200А < 510° — (ZBAC + ZABC + ZACB). 

Сото la suma contenida en los paréntesis es la suma de los ángulos del triángulo ABC, 
ZAOB + 2ВОС + ZCOA <540" — 180° = 360° que es lo que se quería probar. 


una esfera de centro O, y sen P el polo de la circunferencia mézi- 
ma. Constrúyase y resuélvase el triángulo esférico АВР cuando 
(0) AB = 15° y (8) АВ = 90°. 

Unanse A y B con P, mediante arcos de circunferencias máxi- 
mas. Como todos los puntos de una circunferencia máxima distan 
90° del polo correspondiente, AP = ВР = 90°. El ángulo esfé- 
rico PAB o A y el ángulo esférico РВА o В s miden por los 
ángulos diedros Р-АО-В y P-BO-A cuyas respectivas caras son 
planos perpendiculares entre sl. Entonces, А = B = 90% 

a) El ángulo esférico АРВ o Р ве mide por el ángulo plano 
АОВ que tiene la misma medida que el arco AB. Los lados del 
triángulo АРВ son AP = ВР = 90°, АВ = 75°; y los ángulos ы 
son A = В = 90°, P = 768, 

b) En el triángulo esférico АРВ, АР = ВР = АВ = 9 y A = B= P = 90. 


Determinar en cada uno de los siguientes casos si existe un triángulo esférico ABC cuyas partes sean las 
dadas: (a) АВ = 50%, ВС = 70%, СА = 100°; (b) АВ = 35°, BC = 65°, СА = 120% (e) АВ = 160°, 
ВС = 100°, СА = 120 
в) Si; АВ + BC + СА < 360° y la suma de dos lados cualesquiera ex mayor que el tercer lado. 
b) Мо; AB + BC < СА. 

е) No; AB + ВС + СА > 360%. 








Demostrar: Si A'B'C* es él triángulo polar de ABC, entonces 
ABC es el triángulo polar de A'B'C?. 

Como A es el polo de H'C" y C es el polo de A'B’, B’ dista 
un cuadrante (90°) de А y de С. Así, B es el polo del arco AC. 
Del mismo modo ве puede demostrar que A es el polo del arco 
BO y que С' es el polo del arco AB. Entonces, el triángulo ABC 
ев uno de los ocho triángulos determinados por las circunferencias 
máximas cuyos polos son А’, B’, C". Si de los ocho triángulos, 
ABC ha de ser el triángulo polar de A/B/C, será necesario que 
A y A’ estén a un mismo lado de В'С', que B y В' estén a un 
mismo lado de C'A', y que C y C' estén а un mismo lado de 

Pr 

Por definición, B y B' están а un mismo lado de AC, y la > 
distancia entre В y cualquier punto de AC es menor que pa 
Entonces, puesto que B’ (el polo de AC) dinta 80 de cualquier punta de AC, In distancia antro В y B’ 
es menor que 90°. Por último, como В (el polo de AC) dista 90° de cualquier punto de A/C”, B y B’ 
están a un mismo lado de A/C”. Del mismo modo se demostrar que A y A’ están а un mismo 
lado de B'C”, y que C y С' están а un mismo lado de А. 











Demostrar: Dados dos triángulos polares, cada ángulo de uno de los triángulos es igual al suplemento 
de los correspondientes lados opuestos del otro triángulo. 
En los triángulos polares ABC y A 'B'C' de la Fig. (a), sé demostrará que A” = в. 
Prolónguense los arcos A'B’ у AC? hasta que corten ВС en D y E respectivamente. Entonces, el 
arco DE es la medida del ángulo A’. Ahora BE + DC = BC + DE = а + A’ y, puesto que B es el 
polo de AE y C es el polo de A'D, ВЕ = РС = 90%. Аш, a + A? = 180° y A’ = 180° — a. 





. Encontrar las partes del triángulo polar del triángulo esférico en el que: 





) A = 156°56, B = 83°11, С = 90°; а ж 15755, 8 = 72°22, e = 106°18'. 
А = 449597, B = 11247, C = 85700) а = 487111,0 = 116°36°,с = 105157. 


Según el teorema del problema 6: 
A? = 180° — а = 22%, 





Came b 





10738’, C' = 180° — e = 79%42% 





10. 


п. 
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a! eam" — А E Si 
Ы A’ = 180° — е = 1993, В' = 1899 — b e SPA, С = 180% — с = 7445 
r зво" СА = 136° 1% b’ = 180° — В = STIS, с' = 180° — С —96%з'. 








Demostrar; La suma de los ángulos de un triángulo esférico es mayor que 180° y menor que 540°. 
Sea ABC el triángulo esférico dado (véase la Fig. (a) del problema €), y sen A'B'C'su triángulo 
polar. Según el teorema del problema у= 
A a AB + = C + e = 180% dedonde, А FB +С+а' kb et = 540% 


Ahora bien, a^ + b' +e’ >0° tal que А + B +С < 540° 
y &/ +5 +e < 360° talque A +В +С > 180. 





|. Determinar en cada uno de los sigulentes casos ai existé un triángulo esférico ABC cuyas partes sean las 


eie (8) A = 60°, B = То", С = 90% (B) A = 60%, B = 115%, C = 145% (e) A = 60%, B = 20°, 
C = 90 

a) Si; A + В + C = 220" es un valor comprendido entre 180° y 510° y, además, los lados a^ > 120°, 
$^ 2 1109, e = 90° del triángulo polar cumplen la condición que la suma de dos cualesquiera de ellos 
es mayor que el tercer lado, 


8) No; los lados a = 120°, b’ = 65%, 
e) No; A+B+C « 180 





t= 35° del triángulo polar no cumplen la condición b’ + ¢’ > «^. 








Resolver el triángulo esférico, dados a = b = 90°, е = 60°. 
Supóngase que el triángulo esférico pertenece a una esfera de 
centro O. Ahora bien, C dista un cuadrante de А y de B, C es el 
polo de la circunferencia máxima de la que AB = ces un arco. 
Entonces C = 60° ya que su medida es la del arco AB. 

Los planos АОС y BOC son perpendiculares al plano АОВ 
porque su intersección OC es perpendicular a АОВ; por tanto, 
los ángulos A y B вов rectos. 

АМ, las partes buscadas son: A = В = 90*, C = 60°. 





Resolver el triángulo esférico, dados А = В = C = 90% 


Como cada vértice es el polo de In circunferencia máxima que pasa por los otros dos, cada vértice 
dista un cuadrante de los otros dos vértices. Así, а = b = с = 90% 


Encontrar la diferencia de longitud entre; 
а) Nueva York (long. 74*1,0' О) y Pearl Harbor (long. 157"58,3' О). 
3) Nueva York y Moscú (long. 37°34,3' Е). 
¢) Nueva York y Sydney (long. 151°130' E). 
d) Sydney y Moscú. 
Las distancias buscadas son: 
ау М — Аа = 1817°58,3' — 74*1,0” = 83*57,3', puesto que ambas son oeste. 
b) A +2, = 7491,07 + 734,3! = 111%95,2*, porque una es este y la otra es oeste. 
9. 300° — Os + М). = 360° — (151°13' + 741,0") = 134%46,0%, 
а) А, = 2а: 15191307 — 374,8" = 1139987. 


Encontrar la distancia (en millas náuticas) entre cada uno de los siguientes pares de puntos de la super- 

ficie terrestre: 

а) Aat. 30°25' N, long. 40° 0) y Blat. 75710' N, long. 40° О). 

$) Айа. 30258, long. 50° E) y Bilat. 75710" N, long. 50° E). 

a) En la Fig. (а), СА =30%25', CB = 75710 y AB = СВ — CA = 4445 — 2685! — 2685 millas 
náuticas. 
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b) Enla Fig. (0), CA = 30°25, CB = 75°10" y АВ = СА + CB = 105°35' = 6395" — 6335 millas 
náuticas, — 





PROBLEMAS PROPUESTOS 


14. Probar que cualquier ángulo de la cara de un ángulo triedro es mayor que la diferencia de los otros dos 
ángulos de la cara. Sugerencia: Empléese A + В > C. 


18. ¿Qué puede decirse del tercer ángulo de la cara de un ángulo triedro; si 
а) dos de los ángulos de 1а cara miden 70° y 50° respectivamente? Reip. > 20°; < 120% 
0) dos de los ángulos de la сага miden 130° у 150° respectivamente? | Resp. > 20°; < 80° 


16. {Ев posible obtener un triángulo esférico ABC cuyos lados son: 
а) 160°, 110°, 85°? 5) 170°, 150%, 10% e) 170°, 150°, 50°? d) 30°, SO^, 70% 
Resp. a) sí; b) no; с) no; d) si 


17, Encontrar las partes del triángulo polar A^B^C del triángulo esférico ABC para ol cual: 
а) А = 67719", В = 48°29°, C = 77°17; а = 4318, b = 32497,0 = 46°28'. 
b) А 1227, B = 32947, ^b = TDS, e = 48487. 
Rep. а) A* = 1367427, B^ = 14651 n b’ = 1319317, et = 102487 
A С O = TG, e = TR 











18. ¿Es posible obtener un triángulo esférico ABC cuyos ángulos sean: 
а) 30%, 37°, 128% Б) 30°, 37°, 111°? e) 37%, 51°, 131% d) 40°, 89%, 140% 
Resp. a) мі b) mo; c) sí; d) no. 


19. El área de la superficie de una esfera de radio R es igual 
sobre esta esfera está dada por К = «R*E/180, donde E, 


ángulos: 
a) A= В = C m 110% Resp. 
b) A = 160%, В = 138°, С = 132° Resp.. 












20. Encontrar la diferencia en longitudes entre 
в) San Francisco (long. 122%15,7" О) y Dakar (long. 11 
b) San Francisco y Melbourne (long. 144958," E), 
£) Dakar y Cape Town long. 1802607 Б), 
4) Melbourne y Cape Town: Р 
Resp. а) 10460,7^, b) 929458, c) 35/510. 


21. Encontrar la distancia (en millas náuticas): 
в) Айл 40°40’ N; long. 1200) у Blak jos 
Resp. 2086 millas náuticas Є E 
3) Adat, 50°20’ N; long. 80*0) у Biat 30°50' S; long, 80° 0). 
Resp. 4870 millas náuticas 
e) Adet.1020'S; long. 40* E) у 
Resp. 2390 millas náuticas 


t decada par de puntos siguientes: 





CAPITULO 20 
Triángulos esféricos rectángulos 
FORMULAS. Se llama triángulo esférico rectángulo a un triángulo 


esférico tal que uno de sus ángulos sea recto. En cualquier 
ángulo ABC de esta clase, donde el ángulo recto siempre 


se encuentra en C, se cumplen las diez relaciones fundamen- N 
tales siguientes: 9 

(1) sena = senAsenc (6) sen b = sen Bsenc с 
(2) tana = tanA send (T) tan ê = tan Bsena 

(8) tan a = cos B tanc. (8) tanê = cosA tane д T 

(4) cos e = cos b cos a (9) cos c = cot A cot B. 

(5) cos A = sen В cos a (10) cos В = sen A cos b. D uA 


La deducción de estas fórmulas aparece en el problema 1. 


LEYES DE LOS CUADRANTES. Si en un triángulo esférico rectángulo se conocen los 
elementos А y c, el valor de sen a viene dado por la fórmula (1), sen a = sen A sen c. 
Sin embargo, para determinar si а es menor o mayor que 90° se necesita una informa- 
ción adicional. Esta información se obtiene de la ley de los cuadrantes: 


1. Ellado a y el ángulo A (lo mismo que el lado Бу el ángulo B) pertenecen al mismo 
cuadrante. 


2. Si c < 90”, entonces los lados a y 5 (lo mismo que los ángulos А y B) pertenecen 
al mismo cuadrante; si e > 90°, entonces los lados a y ò (lo mismo que los ángulos 
A y B) pertenecen a cuadrantes diferentes. (Para la demostración de estas leyes, 
véase el problema 2.) 

EJEMPLO 1. (а) SIA < 90° y e < 90° entonces a, b, В son < 90% pero si c > 90° entonces 

а «€ yb B son > 


(6) Si A > 90* y c < 90* entonces a, b, В son >90* pero si c > 90° entonces 
а> 9 yb, В son «90. 





REGLAS DE NEPER. Mediante cualquiera de los recursos que aparecen en las figuras 
20-B y 20-C, Neper ofrece reglas para expresar las diez fórmulas fundamentales, La 
figura 20-B muestra un triángulo esquemático obtenido del triángulo esférico de la 
figura 20-A mediante la sustitución de c por сос = 90° — e, de А por co-A = 90° — A, 
y B por co-B = 90° — B. Obsérvese que se ha omitido la letra С. La figura 20-C mues- 
tra las cinco partes esenciales de la figura 20-B dispuestas en forma de círculo. 


<В 


TE 
Р EN) 


Fig. 20:8. Fig. С 
152 - 
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Escójase una cualquiera de las cinco partes y denomínesela parte media; llámense 
partes adyacentes. los elementos que se encuentran a ambos lados de la parte media, 
y llámense partes opuestas a los elementos restantes. Entonces, las reglas de Neper son: 


1. El seno de cualquier parte media es igual al producto de las tangentes de las partes 
adyacentes. 


2. El seno de cualquier parte media es igual al producto de los cosenos de las partes 
opuestas. 


EJEMPLO 2. Tómese b como la parte media; entonces, co-A y а son las partes adyacentes, mien- 
tras que co-< y co-B aon las partes opuestas. De la regla 1 se obtiene 


sen b = tan(co-A) tana m cot A tan a 
» 0 tana = tan Авеп b. 
De la regla 2 se obtiene (6): sen b =cos(córB) cos(eoe) = sen B sen c 
EJEMPLO 3. Tómese co-B como la parte media; entonces co-e y ason las partes adyacentos y 
со-А y b son las partes opuestas. De la regla 1, se obtiene 
sen(co-B) = tan(co<) tan a 
Entonces, cos B = cote tan a 
о ® tana = cos B tan c 


De la regla 2, sen(co-B) = cos(co-A) cos b o (10) cos B = son A cos b, 


Al considerar sucesivamente como parte media cada una de las cinco partes se 
obtienen, de modo análogo al utilizado en los ejemplos 2 y 3 analizados anteriormente, 
las diez fórmulas fundamentales. Véanse los problemas 3-4. 


RESOLUCIONES DE TRIANGULOS ESFERICOS RECTANGULOS. Para que un trián- 


lo esférico rectángulo quede determinado es necesario que se conozcan, además del 
ángulo recto, otras dos partes del mismo, Sin embargo, cuando se escogen al azar dos 
medidas correspondientes a dichas partes, puede suceder que no quede determinado 
triángulo alguno, o que quede determinado un solo triángulo o que queden determi- 
nados dos triángulos. Solamente es posible la determinación de dos triángulos (caso 
ambiguo) cuando Ша partes dadas aon un lado (a о 5) y el ángulo opuesto. Véanse 
los problemas 

be pede rr eet LS vs 
siguientes: 
A) Corstréysas un triángulo esquemático (Fi: 20.8) y rodéenes con una базе. 

cia las partes dadas. 
Ey agre 0000000 бб АШ 


de Neper. 
о оа Fórmula de о оцда. 
р) Apliquense las leyes де los шайган, а PO на ОЕА Gio para. 


encontrar una parte desconocida, jj €» 
EJEMPLO 4. йрн conocidos deta EYE = -ne 
un triángulo esférico rectángulo . 
Para encontrar ө: i eB; cord es 
ES 
нес) = еш а comico), 


cor А m coe a sen В, 
» we cosa = cos A cse B. 





Para la comprobación: Considérense. 
ay bsonlas partes opuestas. Entonces, 
y 


A= 65° 
В = 118° 


c= 
Nota 1. Este modelo se llena por filas ( 


Nota 2. Después de los logaritmos de los n 
Nota 3. Si las tablas no contienen log 


es negativo y с > 90°. 


Nota 5. La comprobación, que se obtiene 
la última fila, asegura que los logaritmos de las p 


UN TRIANGULO CUADRANTAE E es 
igual a 90°. Se resuelve mediante su triángulo 


PARA RESOLVER UN TRIANGULO ESFERICO | 
los esféricos rectángulos. . 
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PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Deducir las diez fórmulas fundamentales de los triángulos esféricos rectángulos. 





Sobre una esfera de centro O, determínese un triángulo esférico rectángulo cuyos lados а y b sean 
menores que 90°. Unase O con los vértices del triángulo para formar el ángulo triedro О-АВС. Consi- 
ree el plano perpendicular a OA que pasa por В. Este plano corta a ОС en D, y a OA en E. 

Puesto que OE es perpendicular al plano ВРЕ, es perpendicular а las rectas ЕН y ED. Entonces, 
los triángulos BEO у DEO son rectángulos, y su ángulo recto se encuentra en Е. Además, ZBED es 
un ángulo plano del ángulo diedro B-OA-C y, por tanto, sirve de medida al ángulo A del triángulo esférico. 

Como el plano ВРЕ es perpendicular a OE, es perpendicular al plano OAC que pasa por OE. 
Por otra parte, BD, intersección de los planos ОВС у BDE perpendiculares al plano OAC, ex, a su 
vez, perpendicular а OAC. Por tanto, los triángulos BDO у ВРЕ son rectángulos, y su ángulo recto 
же encuentra en D. 


En los triángulos rectángulca BDO, ВРЕ y BEO: sena = Dp DE .ED son A sene (D) 


En los triángulos rectángulos BDO, ВРЕ y DEO: tana = ОВ „РВ. ЕЮ. wnAwnb 02) 


à o legia resins BRO; DEO Y BDO: ce е = BIE a do 


En los triángulos rectángulos DEO, BDE y BEO: tanb = DD = ЁО. T = sea ane (8) 


Si ahora se considera el plano que pasa por А у que es perpendicular а OB y se discurre como an- 
teriormente, se obtiene un conjunto de cuatro fórmulas que pueden deducirse de las anteriores con sólo 
intercambiar a y b, y A y В. Obsérvese que con este intercambio la fórmula: (4) no produce una nueva 
fórmula, pero, sin embargo, de (1) se obtiene (6), de (2) se obtiene (7), y de (8) se obtiene (3). 


El producto de (2) y (T) es: tama tanb = tan A tan B зев a sen В. Si зе sustituye tan a por 





E33 y tan û por B1 y se divide por sen а sen b, se lega a gy су = tan A tan B. Enta fórmula 





cuando so utiliza la igualdad (4), se transforma: Bo 
sose = еа cot в: ө 


El producto de (6) y (8) es: en bec tane = tn be oc Entonces, 


_ sen Bicosa cos b) 









© 














E 
са В =. ао) 


A continuación, considérese un triángulo en el que a > 90° у ò< 90°, como se 
muestra en la Fig. (a). Descríbanse los arcos BA y BC que se intersecan en В' y considéreso el trián- 
gulo AB'C en el que b у 180° — a son «90. |, aplicada a este triángulo, expresa que 
веп(180° — a) = веп(180° — A) sen(180* — c) жеп с; la fórmula (4) expresa que 
Cos(180* — с) = cos b con(180” — a) que se. 
así sucesivamente para las demás fórmulas. 


sis 
a "Ja 
> 
5 













Por último, considóress un tr 
оп la Fig. ib). Describanse los arcos CB, y СА | 
rectángulo ABC” en el que 180° — a y 180° — 
expresa que sen(180* — a) = sen(180* — 
cos с = cos(180* — 5) cos(180* = a) 
demás fórmulas. 


„2. Deducir la ley de los cuadrantes. б 
De la fórmula (5), sen В = 20А. Como В 21807, ма 1 


жоп positivos (es decir, tanto a como А son < 90°) o ambos 
som >90. Del mismo modo, mediante la fórmula (10) se. 
Del mula (4), оше = con b eos а. Sh > 80, cun 
ambos positivos o ambos negativos 
EST por tasto, сш Ку C td dinde 






Para с: Al aplicar la regla 2 а las partes co-Á, а y co. 
ео со-А) соісоч) = sen, 





y 


4. Escribir las fórmulas que permiten encontrar а, А y b са 
que relaciona las tres partes buscadas. 


Para A: Al aplicar la regia 1 a las partes со-А, coe 
seníco-c) = taníco-A) ta 
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Entonces, cose m cot A cot В y cot A e core tan В. 
Para о: Al aplicar la regla 1 а las partes сое; co-B y a, 
seníco-B) = tan(co-e) tan a. 
Entonces, соя B = cote tana y tana =-cos B tan c. 
Para b: Al aplicar la regía 2 a las partes co-B, b y cos, 
sen b = cosíco-B) cosico-c) = sen B sen e. 
Al aplicar la regla: 1a las partes desconocidas co-A, b y-a, 


snb = адо) tana = eot A tama T 


5. Demostrar que по existe triángulo esférico rectángulo alguno que satisfaga cualquiera de Ias condiciones 
siguientes: 


о A+R < 90° HAB > 900 B — A > 90" 
ê) AB d) sena > senc o sen b > senc. 
в). Веда la fórmula (5), сова = SEA = ROAD umd д +B < 905, 90° — A > В. 


Puesto que 90° — А es agudo, sen(90* — А) > sen B; entonces, córa > 1 y, por tanto, el triángulo 
по existe. 


5) Según la fórmula (D cosa = SEA = RM . 


Obtusos; entonces, 180° — А y В = 90° son agudos. Ahora, si cada miembro de la desigualdad dada 


sa rea de 100° + B, er obtiene МЮ А < 00%, Бион 22180" = A > 1 y, por tato, 


el triángulo no existe. 
sen(90* — В) 


Seri la fila (0) conb = = Ё RP, В) Cuando > 90" +B, 180" САНС 


Cuando А + В > 270", A y В son 


entonces cosb > 1 y, por tanto, no se determina triángulo alguno. Del mismo modo, la fórmula (5), 
permite demostrar que no existe un triángulo cuando В > 90° + A. 

d) Según la fórmula (1), sen A. = sen a/sen e. Cuando sena > ken е, sen A > 1 y, por tanto, el tri- 
Angulo no existe. De modo semejante, mediante la fórmula (6) se puede demostrar que no existe un triín- 
gulo cuando b > sen €. 


6. Demostrar que, dados a y A (0 b y B); tales que ambos sean  90*.0 ambos > 90*, se pueden deter- 
minar dos triángulos esféricos rectángulos. 

Según la fórmula (1), sene = sen а sen A. Cuando sena < sen A, senie <1 quedán determina- 
dos dos valores de c, uno < 90°, y otro > 90”. Las leyes de los cuadrantes prueban que, sien un triángulo 
ocurre ¢ < 90°, entonces b y B terminan en el mismo cuadrante que a y А, mientras que, si с > 90°, 
entonces b y a (también В y A) terminan en cuadrantes diferentes. 


7. Resolver el triángulo esférico rectángulo ABC, dados а = 46°123',с = 78%48,6 








coa 
Para А: Con a como parte media y со-А y сое como partes putitas, 
sena = cos(eo-A) conícos) = ма А seno 
y sen A me 
Para B: Con co-B como parte media y COE a como partes adyacentes, 2 
seno) = tan(eoe) tana 0 
жей m ooteuna 
Рага b: Con coe como parte media y ê у а сото partes opuestas, ALP 
senec) = cos boong, оше = eon b cona, 
y cosb = eos esee a. 


| 
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Comprobación: Con ео-В como parte media y co-A y ® como partes opuestas, 
seníco-B) = cos(co-A) cosb 





y cos В = senAcomb 
(A) .. E ® a» 
а = 46123" 1 sen 9,85843. A see 015984 1 tan 0,01828 
© T почав" 1e omues de 9,38941 1 eot 940287 
А 48% 7,27 1 sen 9,87189 
b = 69°15,3' 1 сов 9,54925 с есе 9,54925 LS 
B ms” 1 eos Sn Брен i eos ARTS 


Como ¢ < 90°, todas las partes pertenecen al mismo cuadrante que 2 

Nota. La fórmula de comprobación determina el orden de las columnas; la parte del triángulo que 
paros а la izquierda de la fórmula de comprobación: se encuentra en la última columna del modelo 
utilizado рага los cálculos. z- 


B. Resolver el triángulo esférico rectángulo ABC, dados = 10071588 = BEBA! €» 


Para A; Con со-А como parte media y co,B y а como partes opuestas, _ 
seníco-A) = cos(co-B) cos a 


y cos A = мо Bicos a. n 
и EY Je 
Para b: Con а como parte media y со-В y ê como partes adyacentes, 
sena = taníco-B) tanb, “sena = cot B tan by 
y tanb = sen a tan B. ~ 
Para c: Con co-B como parte media y.co- y a como partes adyacentes, 7 
weneoH) = tan a taníco<), „cos тара сокса 
y cote = cos Bota. > 


Comprobación: Con eA como parte media y b y co. como partes adyacentes, 
senico-A) = tanb tan(eoc) < 








y cos A = tanb cot c 
e 
| а = 109%15,8" 1 sen 9,97498 
| B = 38454 1 tan 9,90459 
| ba suo 1 tan 9,87957 
e 1 105714,7" 1 eot 9,43541 (n) 
A = 101°551' 1 cos 9,31498 (n) 
Las partes buscadas están de acuerdo con los cuadrantes: Á > 90* porque а > 90°; b < 90° porque 
в Зо с > 90° porque a y è terminan en cuadrantes diferentes. |© | 11 
5% со-В 
9. Resolver el triángulo esférico rectángulo ABC, dados с = 7212,5/,A = 15671727. 
Рага a: Con a como parte media y co-A y co-c como partes opuestas; й ` 
sen a = cos(co-A) eos(eo-c) = sen А seme Ц Q e 


Para b: Con ec-A como parte media y y co como partes adyacentes, | 
seníco-A) = tanê tan(coc), cos A = tanbeotie. 
y tanb = cos A tane. „£> 
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Para В: Con co-c como parte media y со-А y co-B como partes adyacentes, 
sen(co-c)  tan(co-A) tan(co-B), оше = eot A cot B, 
y cot B = cose tan A: 


Comprobación: Con а como parte media y co-B y b como partes adyacentes, 
sena = taníco-B) tan b = cot Bitan b 


(в) ө @ 

A - 156671727 tan 9.64271 (а) 1 con 9,96169 (n) 1 sen 9,60440 
è= TPIS’ 1 cos 9,48510 _. Î tan 049362 1 sen 9,97872 
В = 9138,7" 1 оё 9,12781 (a) 

b = 1091907 1 tan 0,45531 (n) 1 tan 0,5531 (n) 





а = 1572910 1 sen 958312 
Nota. а > 90° porque А > 90°. 
10, Resolver el triángulo esférico rectángulo ABC, dados b = 138464, B = 125°10, 


Para а: Con a como parte media y co-B y b como partes adyacentes, 
sena = tan(co-B) tan = cot В tan b, 





Para A: Con co-B como parte media y co-A y $ como partes opuestas, 
seníco-B) = cosíco-A) cosb, сов B = sen A cosb, P, 
y sen A = cos B sec b; 


Para c: Con b como parte media y coe y co-B como partes opuestas, 
sen b = cos(co-c) cos(co-B) = sen c sen B 
y senc = sen b cse B. 


eo 


Comprobación: Con a como parte medía y ео-А y со- como partes opuestas, 
sen a = cosíco-A) cosfco-t) = sen А sen c. 


Como cada una de las partes buscadas ha de calcu- 
laree por el valor de su seno, se obtienen dos valores 
еп cada саво, Los dos triángulos se muestran en la 
figura adjunta. 


Como b > 90°, an А, < 90° y e > 90° 


ФА, > 9 yo < 








Iw 
re 1 вес 012372 (n) 
B= 1 cos 9,76050 (n) 


a e 
А, = ن‎ 
M IET 











11. Resolver el triángulo esférico cundrantal ABC, dados а. = 115*24,6, è = 6018,47, с = 90%. 


Primero resolvemos el tridugalo polar А ВИСУ del triángulo dado C' = 180° — с = 90%, A’ = 
180° — a = 64%35,4/ y B’ = 180* — b = 11954167. 
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Para а': Con co-A/ como parte media y a^ y co-B/ como partes opuestas, 
sen(co-A?) = cos a^ con(co-B), єовА/ = con a sen B^, 
y cosa’ = сов Асю A | 
Para b’: Con co-B’ como parte media у ò’ y cord! como partes opuestas, sh Nur 
sen(co-B^) = cos b' cosíco-A"), coe B! = con b зеп A”, y 
y cosb” = cos B’ ose AT 
Para c’: Con coc’ como parte media y со-А' y со-В/ como partes adya- T 
centes, 
seníco-c”) = tan(ctrA ^) tanlco-B) €» 
y cose’ = cot A" eot B”. 








Comprobación: Con со-с' como parte media y a^ y b’ como partes opuestas, 
sen(coe’) = cosa" cos b! 





y cosc’ = cosa! сові. 
an 60 e^) 
= GSA 1 cos 9,63255. lese 004419 1 eot 9,67074 
- neus 1 ew 006115. 1 сов 9,69492 in) 1 cot 
- svn 1 cos 9,003687 _— 
= 129155 leos 978911 (m) -1 cos D73911 in} 
е = 1054307 1 eos 9,43279 (5) 1 сов 948379 (n) 


Las partes buscadas del triángulo АВС son: 
A = 180° — a’ = 119°36,0', В = 180° — 








БЧА", С = 180° = e! = 141707. 





12. Resolver el triángulo esférico isósceles ABC, dados b = c = 4728,47, А = 112962. 





Considérese la circunferencia máxima que pasa por A y que, pérpendieular а BC, corta a BC en D. 
Considérese, además, el triángulo esférico rectángulo ABD cuyo ángulo recto está en D. 


Para В: Con coc como parte media y со-} А y co- como partes adyacentes, > 
зеп(со-е) = taníco-]A) taníco-B), cose = cot JA cot B. 
y cot B = cos e tan ЈА 2 








Para 


Con ja como parte media y сосу ео-}А como partes ppuestas, | 
sena = costeo ФА) cosíco-c) = send senec 





Con cor} A como parte media y coc y m como partes adyacentes, а. 
seníco-A) = tanícoc) tanm, — cosjA = cote tanm, 
y tanm = conj A tan e: An 





a 
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v. Сова фа como parte media y co-B y т como partes adyacentes, 
sen a = tan(co-B) tan m = cot B tan m. 


Comprobaci 








a» =) 

JA = 568,11 1 tan 0,17596 1 сов 9,74415 1 sen 9,92011 
cim ые” 1 tan 0.14630 1 sen 9,91055 
в = 4875697 208 
т = SPSLO* 1 tan 980005 
da = аата" 1 sen 983066 





Las partes buscadas del triángulo isdaceles son: В = С = 4855,97 у. а = 8571427. 


13. El rumbo inicial de un derrotero а lo largo de una circun- 
ferencia máxima, a partir de Nueva York (lat. 4042,06 
N, long. 74*1,0' О) es N 307100' Eo 30°10,0. Localizar el 
punto M del recorrido más cercano al polo norte, y eal- 
cular (en millas náuticas) las distancias, en las circunfe- 
rencias máximas, desde M hasta el polo y hasta Nueva 
York. 


La distancia mínima entre el recorrido y el polo norte 
P se mide а lo largo del meridiano que es perpendicular 
а la ruta. En el triángulo esférico NPM, M = 90°, 
т = NP = 90% — 4074307 = 49°180' y N = 301005; 
Р, п y p son las portes buscadas. 
Рага п: sen п = cos(co-m) сов(со У) 
= sen m sen N- 


: sen(co-m) = tan(co-N) taníco-P) y cot P = совт tan N. 





Para 








: son(co-N) = tan(co-m) tanp y tanp = tan mcos N. 





5 cop 
m = 401807 1 tan 0,06543 

N 2730100, 1 ео 0593880 а 
п = Ern 

в 2 бы —— €» 

p AP BA 1 tan 00028 


La latitud de M es 90° — n = 67%96,4/ М; 
de Ma Pesn = 22%23,6" = 1349,6” = 1349, 
4598,87 = 2708,8 millas. 


la longitud es 74°10” P = 4948420, La 
millas, y la distancia de M а Nueva York es p = 






14. El rumbo inicial de un derrotero а lo largo de una circun-- 
ferencia máxima, a partir de San Francisco (lat. 37948,5/ 
N, long. 122°24,0' О) es S 40*30,0' O 6 220*30,0/. Loes- _ 
lizar el punto M donde el recorrido corta el ecuador, y 
calcular la distancia, en la circunferencia máxima, desde 
M hasta San Francisco. 


SOLUCION 1. En el triángulo esférico MSP; к = МР. 
= 90°, S = 360° — 220°30,0' = 139*30,0*, 
90° — 37*48,5' = 52*11,5% P y p son las 
das. Como este triángulo es cuadrantal, se pu 
zar su triángulo polar (rectángulo) M/S! 
S' 90%, s! = 180° — S =40%90,0" y M' 
= 127°48,5' para encontrar p^ y Р 


Para p': веп(со-М') = tan pi fane) O 
y tan p’ = cos M’ tana”. 


















| 
! 
[ 
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seníco-s") = taníco-M/) taníco-P) 








y cot P’ = tan M’ cos 
e» 
* M’ = 1274857 1 tan 0,11019 (n) 
17 - 4030,0" 1 eos 9,88105 
p’ = 15221,9) 1 tan 971898 m) _ 
P’ = 134°253' 1 еш 9,99124 i 





Entonces, P = 180° — p’ = 27938,17 y р = 180° — Р' = 45784,77. La longitud de M es 122°24,0' + 
2793817 = 1502.17 O y la distancia desde M hasta San Francisco es р. = 45°34,1' = 2734,7 millas. 


SOLUCION 2. Puede obtenerse un procedimiento algo más sen- 
illo que el empleado anteriormente si se utiliza el triángulo SMT en que 





т TS = 9748.57, S = ZMST - 402300! y Т = 90% En este 
caso sean = arc MT, que mide la diferencia de longitud entre М y S, 
yt are МВ. 
Рага в: senm = tana tan(co-S) y tana = senm tan S. a 
Parat: веп(со-8) = tan(co-) tan m y cott = cot m cos S. [o 
в 
т = 37485, lex 041019 оом, 
S = 40300" 7 
s ran Due 
1 Сағы 1 cot 999124 





La longitud de M es 122°24,0 + 27°351' = 150%, 
2134,7 millas, como antes. 





70 ула distancia buscada es £ = 45°34,7 = 





15, Encontrar el rumbo inicial y el rumbo de llegada de un derro- 
tero, a lo largo de una circunferencia máxima que, a partir de 
Chicago (lat. 41950,07 N, long. 87°31,7 O) corta el ecuador. 
еп M (long. 170*15,0" E). Encontrar la distancia entre M y 
Chicago. 

Este problema puede resolverse cómo el problema 14 me- 
diante el triángulo polar (rectángulo) del triángulo cuadran- 
tal MCP, o mediante el triángulo MCT. En este último 
caso, m = arc ТС = 41%50,0" y c = arc MT. 102133. 





Pira Ci мат = tan tano) » 
cot C = cot c sen m. 
Para Mio sene = tanm tano M) y 
Sot М = sen c cot т. 
eso 
РРА А 
cont = conc cos m. 
d e an o y |® 
e = 1001827 Тен 938506 (0) ` Lnen 9,900 1 cos 9.32571 (n) 
m С 415007 Ison SMO 1cot O04810 Icos 9,87221 
C -' S132 1 cot 95976 T) 
м 2 54202, 1 cor одана 
(1 а lex SAITO (а) com 


El rumbo inicial es 180° + 98"19,2/ = 278"13,2", el rumbo de llegada es 270% — 427292! = 227°зо,8В', 
y la distancia es £ = 9974,57 = 5944,5 millas. 
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PROBLEMAS 






B 


Resolver cada uno de los siguientes triángulos esféricos. ABC, en los que C = 90°. 














16. A = 1259248, b = 321657 Resp. A = ПОЧТА) В = 37464. е = 11920,2” 
YLa SOA, В = 1350440. Лер. A = ЫЗА, ОВ IIA, с = 1407,0" 
їй. с = 702527, А = SPS? Resp. а = 4843 b = 59"28,0, В = 655^ 
їд а = 39946, e = 45482" Resp. А = SUMAS ОВ = чув, b 
30,8 74684, A = 572837 Resp. b = 486) û = SPATT, В 
5 = 137716,0, а = 1201237, В, 
21. A = 67988, В = 15071087 Repo = SAR, 6 = 16900, с = 15275527 
22, a = 4024 b= eisat Rep. A = PR, BE RGA, e = T 
23b = IAS A = 15086” Вер.а = 187367), е = 60°65,6', B = 10151 
B.e = PAA, В = 6873527 Resp. а = 109192% _ 4 - ıe 
25.8 - 15#2ФА', c = 122307 Repa S4401 B= 154098 
26.5 = 1825347, В = 13873 А, 519887 
А, = 12841,27 
ш. А 330,6, В TIRAR ¢, e2 





Resolver сайа uno de los siguientes titulos esféricos cuadrantales ABC, en los que c = 90% 









28.a = 80'49', В = 12218, Rep. -O1T480' А = 5672, C = THUS’ 
39. A = $536, B = 119024) Resp- а. 353637, b = 10282 C = 68°82,7" 
3.a = 601527, A = 56454? Reap. b -40153', B, = 361827, С, = 116734" 

b, = 1394477, B, = TALE, C, = 639657 





Resolver cada uno de los siguientes triángulos esféricos isósceles ABC, 
Sla = В = 78703,57, C = 1 46^ Rep. A = В = 11035, ¢ = 11528" 
82 В = С 3#°%5', а «187150'. Rep. = e = 70592", А = 16094,07 


33. Un barco parte de Nueva York (lat, 40°42,0 N, long. 74*1,0' О) con un rumbo inicial hacia el este a 
lo largo de una circunferencia máxima. Encontrar su rumbo y posición cuando ha recorrido 525 millas 
náuticas. — Resp. Rumbo, 97727,3'; lat, 407,7 N, long. 62%32,4/ 0, 


34. El rumbo inicial а lo largo de una circunferencia máxima, a partir de Yokohama (lat. 36°37,0' N, long. 
199*39,0' E) e» 40740,0". Localizar el punto del recorrido más cercano al polo morte, 
Resp. lat. 8890,77 N, long 234,27 O 


35. Un barco que parte de A (lat: 38750,07 N, long. 76920,0^ О) y que navega а lo largo de una circunferen- 
cia máxima corta el ecuador en un punto cuya longitud es 070,0" O. Encontrar el rumbo inicial y la 
distancia recorrida. — Resp. Rumbo, 140*27,3'; distancia, 2649,9 millas náuticas 





—À 





CAPITULO 21 


"Triángulos esféricos oblicuángulos—Soluciones normales 


UN TRIANGULO ESFERICO OBLICUANGULO es un triángulo esférico tal que ninguno 
de sus ángulos es recto. Un triángulo esférico oblicuángulo queda determinado cuando 
se conocen tres cualesquiera de sus elementos, excepto en los casos posibles de am- 
bigúedad que se estudiarán más adelante. 


Hay que considerar seis casos: 


: Dados los tres lados. 
Dados los tres ángulos. 
: Dados dos lados y el ángulo comprendido. 
: Dados dos ángulos y el lado comprendido. 
+ Dados dos lados y un ángulo opuesto a uno de ellos. 
: Dados dos ángulos y un lado opuesto a uno de ellos. 





EL PROCEDIMIENTO NORMAL para resolver y comprobar los distintos casos requiere 
fórmulas especiales que se exponen a continuación, 


T : sna snb snc 
LEY DE LOS SENOS, En todo triángulo esférico ABC, A = sen = sen 
La deducción se encuentra en el problema 1. 
s 
LEY DE LOS COSENOS PARA LOS LADOS. En todo triángulo esférico ABC, 
сов а = cos b cos c + sen b sen c cos A 
cos b = сов с cos a + sen c sen a cos В 


сов c = cos а cos b + sen a sen b cos C. 


La deducción se encuentra en el problema 2. 


LEY DE LOS COSENOS PARA LOS ANGULOS. En todo triángulo esférico ABC, 
cos А = —cos B cos С + sen B sen C cos a 
cos B = —cos C cos А + sen C sen А cos b 
сов C = —cos A cos В + sen A sen B cos c. 


La deducción se encuentra en el problema 3. 


FORMULAS PARA EL ANGULO MITAD. En todo triángulo esférico ABC, 


tan r 
TE mi с 





tan r 
tanja = ау nl = 





donde з = (а +b + с) y {апт = 
La deducción se encuentra en el problema 4. 
164 
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FORMULAS PARA EL SEMI-LADO. En todo triángulo esférico ABC, 


tan R tan R tan R 
ex8-4) IS ©К “ IL) 


donde S = ИА+В+С) y tan Е = y s 


La deducción se encuentra en el problema 5. 


cot da = 


ANALOGIAS DE GAUSS O DE DELAMBRE. En todo triángulo esférico ABC, 








sen А — В) _ sen Ko — b) sen KA + B) _ cos He = b) 
cos {С sen fe соз {С cos Е 
cos JA — B) sen a+ cos КА + B) _ 010+ 
sen {С sen fe sen С 7. cde 


y las otras fórmulas se obtienen mediante un intercambio cíclico de las letras. 
La deducción se encuentra en el problema 6, 


ANALOGIAS DE NEPER. En todo triángulo esférico ABC, 








tan ҢА — B) sen día — b) tan lía — b) sen КА — B) 
cotie ^ senda 5 ande вп КА B) 
tan (A +B) _ cos lía — b) tan día +b). _ cos КА — В) 
votjC — ^ cos Ка +5) tanje — ^ cos KA + B) 


y las otras fórmulas se obtienen mediante un intercambio cíclico de las letras, 
La deducción se encuentra en el problema 7. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Deducir la ley de los senos. 





Sea ABC un triángulo esférico cualquiera. gg im mamos 
rencia máxima que corta perpendicularmente a - 


; Bn d triángulo тан ACD ма h = a mn A: Bel tán tán вер, senh = sena 
. Entonces, 











mo mB > me hA у жал > 
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Del mismo modo; como por В pasa una circunferencia máxima perpendicular а AC, se tiene 
жаа mne 
send “жаб 

sena snb 


A ey 7 





2. Deducir la ley de los cosenos para los lados. 
En las figuras (а) y (b) precedentes, sea AD = m. En el triángulo rectángulo ACD, 
(1) senm = tan A cot A, (2) senh = senê sen А. (3) cosb = cosh cos m. 
En ol triángulo rectángulo BCD, 


(4) con a = cos A eoste — m) = eos h (сове cos m + sen с sen m), puesto que cose — т) = cosím = ©). 
Ahora, si en (4) se utiliza (1) para remplazar sen т y (3) para remplazar cos m, se obtiene 
cosa = conh (сове ES sanctam bent A) =cosccosh + sen caen A cot A; y si se utiliza (2) 
para sustituir a sen A, se llega a, 
cos a = conc cos b + sen c sen b sen A cot A 
= cos b cos e + sen b sen с cos А. 
Las otras fórmulas se obtienen mediante un intercambio cíclico de las letras: 


3. Deducir la ley de los cosenos para los ángulos. 


 Considérese el triángulo polar A 'B'C', correspondiente al triángulo ABC, en el que a^ = 180° — A, 
180^ — a, ete. Al aplicar а este triángulo la fórmula deducida en el problema 2, ве tiene que, 


cosa! = con b’ cos c’ + ven b’ sen e’ cos A^ 
puesto que, sen(180* — %) = send y coa(180" — 0) = cos 0, se obtiene 
—сов A = (—еов B) (con С) + sen B sen С (eos a) 
e cos A = tou B cos C + sen В sen C cos a. 
Las otras fórmulas өө obtienen mediante un intercambio cíclico de las letras. 











4. Deducir las fórmulas del ángulo mitad. 


De la ley de los cosenos para los lados (problema 2), cos a = cos à сов с + sen b wen c cos A, 





cos a — cos b cos €, 


so tiene = 


cosa 2 сба boose | cos b сове + зеп b sen c — cos a 
en b sen c sen b sen c 





Entonces, 1 -co A = 1 — 


eê = e — come 22 на jib e +a) мп -c = 0) 











Ten b sen sen b een c 
lagu ema coe bene, cosa (cosb cose — sen b sen c) 
Yol AA gan Been € sen benc 


coro ebro. 22а а +b +e) таја 80), 














"and sen e send sen c 
y lle =2 sen Hê -c +0) smib-c-o жеп Б sen c 
TF cos A sen been c ZR sen lab +) «de 


sen Ка +5 0) sen Je Fo — 5) 
sen фа +b +) sen {ê +e — a) 


puesto que sen lib — а) = sende +a —b) y seno — b- c) = вфе а) 








Se e = Jot Estonie eril eese feta- 55 та, Кафе а) -e-a y 
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ETT EA 1 СТЕБ] 
toda = Ni: mb کی‎ N 9 2 
Finalmente, por la definición Ue a) аи eme tan r, so iloga a 





tanda - 


Las otras fórmulas se obtienen mediante un intercambio ciclico de las letras. Obsérvese que un cambio 
cíclico de las letras no afecta la expresión correspondiente а tan 7. | 
5. Deducir las fórmulas del semilado- 
Considérese el triángulo polar А “ВС” correspondiente al triángulo ABC. 
i7) senis Б) sena? =e, 


Se тт 
За. э' = Het FO +e) yo баво" = ои e sen A маш e 


Puesto que a’ = 180* — A, А' =180"—0, ete, 
a' = Haso? — A) + (180* — В) + (180* = С)) = 270" — JA + B+ C) = 270° — S, donde 
S= КА+В+С). 
Entonces, sen s” = sen(70" = S) = cos S, 
senis! — a^) = sen {270° — S — (180° — A) } = sen {90° — (S — А)) = cos(S — A), 
senis! — b’) =con(S — B), 
sens! = e’) = coríS — С), 














» E ER ue: CIS 
1 та,” Жө" e 
Según el problema 4, tan JA" = тш]; Entonces, puesto que A^ = 180° — a, 


tan R 
tamano? 0) meth = En 
y de modo semejante se obtienen las otras fórmulas. 
6. Deducir las analogías de Gauss о de Delambre. 
Según el problema 4, 


mapi = fia و‎ n ЕТЕ ۹ 





b) senis — e) 



































ECG send sene 
y ewj- fitan RES EET TEDE ت‎ 
Similarmente, sen {8 = gerr. y داس‎ - dentem 
Entonces, = 
н AA ere rd 








Moe 


eben. шры 


EET 











wena sem 
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ш =, p عا‎ D — sen — о) 
y sen (A — В) = sen $A cos |8 — cos $A sen $B төс өк 


зе Но-о на МЕТ 0-0) ی‎ 


2 sen le conde 


x cok edea Сш 


sen КА — B) 
os 





Asi, 


«сы 





De modo semejante se obtienen las fórmulas para sen (A + В), сө, МА — B) y cos КА + В). 


7. Deducir las fórmulas de Neper. 
Si se escogen las analogías de Delambre 


кайа =B) = culo уснаа в eR ED „ү, 





майа — m) нађе =D corde, ма senda 0) ү 


A тет E ado” =&+» 








manda — В) _ sendía 0). 
p sena + 0) 


St so escogen las analogías de Delambre 


mici 9 ek y rn и UU 








sen КА — В) senje _ sen КА — B) у tanda —b) _ sen КА — B) 


wko- A FB ik "маа ИШ E alarm 





De modo semejante se obtienen las otras analogías. 


CASO 1. 


8. Resolver el triángulo esférico oblicuángulo ABC, dados а = 121*15,4/, 8 = 1047547, с = 654257. 





ten r 
O] 





(2) tanda = 





Мы ena send 
Comprobación: sene = тр = кеб 








'TRIANGULOS ESFERICOS OBLICUANGULOS - SOLUCIONES NORMALES 169 























aq a S ч) 
са = 24409" 1 sen 9,62073 1 csc 0,37927" 
sd = 17167 1 ма 98117 1 esc 0,18283 
s-c = 80713,80 1 sen 9,99366 1 esc 0,00634 
$ = 145°56,3' 1 cse 0,25175 
Spenn. 
tar log 9.84166 log 984108. log 9,84166 log 9,84166 
ja - sesos 1 tan 0,22093 
A = 117°58,0° 
dB = 46726,97 1 tan 0,02449 
В = 93138" سک‎ 
jc - 357037 1 tan воо 
С = T7020, 
Comprobación: 
a 1 sen 989189 b Isen 988512. е 1 sen 9,95974 
A lese 0,05393 B 1 e» 0,00069 С 1 csc 0,02608 
ува prc 5,98582 
CASO IL. 





Resolver el triángulo esférico oblicuángulo ABC, dados А = 11722,8", В = 72°38,6’, C = 58921,27. 
Solución 1. (Fórmulas del semi-lado) SHA +B + O anna 





[cosíS — A) cos(S = В) cos(S — C) lcos(S — А) coníS — B) сові — С) 
0) tan R = E s 00901809 — S) 





n ` 
ЫС Ok- са 


Comprobación: наа sen э ево 








а a a w 
S-A = 6485 1 cos 999692 sec 0,00308 
S-B = 619927 1 cos 9,19972 1 sec 0,20628 
S-C = 65017 1 eos 961211 1 see 0,38789 
1807-5 = 65487 1 nec 0,25033 
2 5208. 
tan R log 9,82654 log 982894 log 9,82654 log 9,82654 
Да - мыл, 1 cot 382962 
= duse um 
db = 428027 IET 
b = 854047 Al 
de = nus 1 eot быз 
© 2 erae k 
Comprobación: 


<> 1 sen 9,94908 
C 1 csc 0,06992 


0,01900 


4 








Solución 2. (Triángulo polar) 
Considérese el triángulo polar A B/C“ en el que a^ = 62*37,2*, 5” =107%21,4%, c^ = 121987. 
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ED sr dia + +E) = 14548,7 














=”, 
а в w 
lese 0,00308 
1 cse 0,20628 
1 esc 0,38789 
log 9,82854 log 9,82054 
1 tan 0,03282 
1 tan 0,2143. 
6! 1 sen 997970 c’ 1 sen 9,99008 
В' 1 csc 0,00124 С" 1 ese 0,05092 
9,98100 9,98100 


Entonces, a = 180° — A' = 11965,47, b = 8540,47, € = 6247,67. 


CASO Ш. 


10. Resolver el triángulo esférico oblicuángulo ABC, dados a = 106°25,3°, c = 42%16,7/, B = 114%9,2%. 


(Analogías de Neper) 
Para A, C: (0) tan А С) = con Ка — c) sec Кае) cot {В 
(2) tan A — C) = sen lio — e) cse Ма +e) cot 8 





Parad: (3) tan jè = tan Lía — e) sen (А + CO ese НА — С) 


mna wn b mne 
Comprobación: аА 7 wn "жаб 








а a в 
Ha e) - 327 437 1 cos 9,92808 1 sen 9,72508 1 tan 9,79699 
Jete = wao 1 sec 0,56902 1 ese 0,01641 
= STI leot 9.80513 1 cot 9,80513 
Jaro = 1 tan 0,30223 1 sen 9,95178 
ЖАС) = 19237 1 tan 9:468 1 cse 0,47876 
А = 823,6" 
C= wur 
db = 5922,0" 1 tan 0,22753 
b = 118%9,07 
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Comprobación: 
а 1 sen 9,98191 b been 9,94293. с 1 sen 9,82784 
А le 00005 — B lee 004232 С 1 сәс 0,15742 
598526 3,98525 9,98626 
11, Resolver el triángulo esférico oblicuángulo ABC, dados b = 119414", c = 81°17,6', А = 66%87,8% 
VAnalogias de Neper) 
Para B, C: (D tan В + С) = cos 16 — e) sec В +e) eot da 
(2) tan ИВ — С) = senê — c) ecd + e) cot фа 
Para о: (3) tan da = tan {6 — c) sen }(B + O) cse KB – C) 
p mna mn, mne 
Сара ага e а 0 
w в [7 
je -e) = 19119" 1 cos 9,97515 1 sen 9,51698 1 tan 9,54183 
dee) = 1002957 1 gee 0,73971 (n) 1 cue 0,00732 
dA = asus; 1 cot 0,18227 1 eot 0,18227 
jseo - orias" 1 tan 0,89713 (в) 1 sen 9,99654 
8-0) = ses 1tan 9,70657 lese 0,3442 
в = ции 
С - 109152, M 
da = 1377787 1 tan 988179 
а = 74356 
Comprobación: 
a 1 sen 998411 b Laen 9,99888 е 1 sen 9,99496 
A lee 009717 B lee 00840 С 1 cse 0,02632 
002128. ШЕ] 02128 


CASO IV. 
12. Resolver el triángulo esférico oblicuángulo ABC, dados A = 48°44, 
Solución 1. (Analogías de Neper) 


Para a,b: (1) tan {0 +a) = cos B — А) мейва фе 
(2) tan O — a) = sen КВ —А) ese ИВ + 4) tan de 


Para С: (3) cot 10 = sen 6 + a) cse Jib — a) tan (B — A) 


Gees 203 Е ш 





В = (60428, c = 762247. 





а) a à 
108-8) = sw 1 cos 9,99763 1 sen 9,01803. 1 tan 9,02040 
30A) = 6443,6 1 sec 0,23847 esc 0086810 
de = sa2 1 tan 9,89572 1tan 9,89572 
doa) = 5872397 1 tan 013182 eh 1 өеп 9,90554 
Fo -a - sut 1 tan 800185. Le 1,00031 
a = 47498" 
b = 5071807 == 
3С 490,5" 1 cot 9,92625 
C - эчә” 
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Comprobación: = 
а sen 9,86991 5 зеп 95542 c 9, 
А 1 cse 019892 ph- 7 C 1 све 0,00623 
3.95353 z 3,99383 
Solución 2. (Triángulo polar) Ah 


“чое a? = 11715,4, 5' = 119°17,4, С' = 10399767. 
¡Analogías de Neper) — 


Para A, В": (1) tan KA’ + B^) = cos fia! — br) ме día! + bn) corjo” 
(2) tan МА’ — 87) = sen lía” — 67) exe фа +) cot 4С, 


Considérese el triángulo polar A ^B. 














Рагас G) tan de! = tan Ha? — 07 sen KA" + Bf) esc HA” — B^) 
I TET 
Comprobación: jen A? Cem Bl” sen С, 
a а 7 

Jat 0) 1 сов 9,99763 1 sen 9,01803 1 tan 9,02040 
Fanten Lisec 0,23847 (n) 1 cse 0,08810. 

jo 1 eot 9,89572 1 eot 9,89572 
A+B 1 tan O,13182 (5) a AA 
14/B 1 tan 9,00185 1 esc 1,00031 

yu 

э, 

Je 1 tan 9,92625 


к 
e 


Entonces los elementos buscados del triángulo ABC son: 








= 180° — А' = 4740,87, b = 180° — B' = 591807, C = 180% =e! = 9941,07. 





CASO V.. 
їз. Resolver el triángulo esférico oblicuángulo ABC, dados а = 80*26,2^, c = 115°308', А = 72244". 


Para C: sen С = nene csc asen A 
Para B: cot }В = sen-díc + а) esc He —a) tan ИС — A) 
Para b tan }% = sen ИС + A) cse ИС — А) tan |е — a) 


Comprobación: sen С —A) sen là = sen е — a), cond 














e = 115%90,8' Lon 995645 
5 - 80262! 1 œe 0,00608 
AI тада Isen 9.97920 Puesto que o < c, entonces A < C. 
С = 119154" V sen 9,94073 а 0 
de + A) = 96499, 1 sen 9,99775 
lc A) = 2325,5% Itan 9,6800 1 ese 0,40061 
de + a) = 9784" 1 sen 9,99578 
de — a) = 17322" lex 0,52098 1 tan 99969 
{в = 3547 1 eot 0,15350 
В = 70 д 
do = sema 
à = Tena" 
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Comprobación: 
HC — А) = 25955*. 1 sen 9,50939 Fee) = 17:92:27 1 sen 9,47902 
J = 38-029 | sen 9,79259 da = 35° 477 1 cos 9,91295 
929198 929197 


14. Resolver el triángulo esférico vblicuángulo ABC, dados b = 81542,3*, c = 62%19,8", С = 472517. 
Рага B: sen B = senbesccesen C. 
Para А: cot ДА = sen fO +e) ese dió — c) tan dB = C) 
Pana: tando = воў + С) ec JiB = C) tan fë = 











Comprobación: жеп }(B = С) sen је = sen 5 — с) conta: 
b = 81942,37 1 sen 9,99544 
с = 529987 1 се 0,10153 
С = 47251 1 sen 9,86706 Puesto que $ ><, entonces В > С. 
Dos soluciones 
В, = 6700" 1 sen 9,96403 
В, = 113° 00” 











4) (a) an a 
JB, +С) = sms 1 sen 9,92462 
ja -0) = 1 tan 9,23691 1 cse 0,76946 
joto = T sen 9,96408 1 sen 9,96408 
J = - 104127 ° Tene 089506 ° Itan 941846 — Iese 050596 1 tan 941848 
Ja, = 5796597 1 cot 9,79695 
А, = 11551,8" 
je = 5220,5" 1 tan 011254. 
a. = 4*0 
В,С) = soia! 1 sen 9,99363. 
dm -с) = arana 1 tan 9,80903 — 1csc 026635 
la, = 28° 887 1 eot 0,36907 
As = 461167 
de = 252981 1 tan TE 


аы = 5059,67 
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Comprobación: 
dd. —C) = PATA 1 sen 0 NB 0) = 144127 1 sen 9,40404 
le = 52720,5, = 57°55,9” 1 cos 9,72504 
912908 
jm - С) = 32474" = 1441027 1 зеп 940404 
de = 2529.5" = 23 887 1 cos 9,96355 
9,35759 





CASO VI. 
15. Resolver el triángulo esférico oblicuángulo ABC, dados А = 35/5257, В = 56°10,7', a = 40°38,6'. 


: sen b = sen Вес A sen a 
tan de = sen ЖВ + A) ec JiB — А) tan d — a) 
cot {С = sen {O + a) se {ib — a) tan KB — A) 


Comprobación: cos В + А) cos de = cor 0-а) sen 4С 








B = sen Tsen 9.91948 

A - 36625" lese 0,23209 

а 2 409857 lien 931381 Puesto que A < B, entonces a < b. 
67255" Ison 9,96538 — 





«ә єз (en сд 


1 sen 9,90814 
1 сөе 0,63530 


16, +a) = 
10 =e) = 
йв +4) = 
Кв 4) = 

da = 


je = 57%517' 1 eot 97943 

С, = 115584" 
lo, + a) 76366^ 1 sen 9,98803 
ju. ау = 38°88,0 1 tan 9,86073 "1 cse 023118 
le = 2,0 1 tan 047172 
© = 124207 





1 sen 9,85713. 
1 tan 9,25299 1 esc 0,75386 1 tan 9,25299 




















jo. = 7з7288' 
С, - 18575" 


Se han omitido los detalles de la comprobación. 
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NJ 
PROBLEMAS PROPUESTOS 


Resolver los siguientes triángulos esféricos oblicuángulos АВС. 


= 562297, b = OSES, e e TE2TA" Repi A = SEBA, B~ 68°318,С = 918027 
= 1087084/,b = SSB’, e = 127156 Нер. А = 93740,8, В = 64124^,C = 169510" 
— 126°29,6', b = 12871,07, с = 2046,67 Bos 1004777, С = 385447 
€ = 65280" 

е = BE28’ 
- 1384017, В = 61°238/, C = 10150,47 Бер, а = 15654227, b = 33°%44',с = 14406," 

е = 214637) В TSS, C aa, 
86452, с = 1087008, A = 67402 — Resp. = T028, B = 19171, C = 11877 

= вїөїл', с = 6775547, В = 11151 Нер. & = STSTA А = 55°360', C = 60°13' 

- 6642,71, С = 84°57,5', a = OTSA Rep. bm @Т'ВА',є = 927,9, А = 107'434' 
= ат1аз',В = 1209/97, 0 = 1277318" — Repo = STAMP, b = 133°52,9', C = 90731 
m 104°301', C = 62°52,1', a = e 
- 98532, e = 643585, A = 95234^ 
= ATA, е OSLO В = 2425,67 

















= 116°1,8', В = 10327, 

















g 
«e E AS > 
1 





зо. а = BUS = 827407, А = g42 


зї. А = 11544, C = 457807, a = 16737,57 
эз. А = 99124^, С = 457447, е = 2772047 





эз, А = 104'400', В = 80°13,8', а = 1209504" Resp. b = 54°368', c, = 147°368', С, = 139°894 
= 1252327, c = 055127, Ca = 8917,07 





= чне ›> 


We 


CAPITULO 22 


Triángulos esféricos oblicuángulos—Soluciones alternas 


LAS SOLUCIONES ALTERNAS que se estudian en este capítulo requieren el uso de una 
función adicional, llamada función semisenoverso, y la división de un triángulo esférico 
oblicuángulo en dos triángulos esféricos rectángulos. 

Una desventaja del uso del semisenoverso es que, además de las tablas corrientes 
de las funciones trigonométricas, se necesitan tablas de los valores naturales de la 
función semisenoverso y de sus correspondientes logaritmos. Una ventaja es, sin embar- 
go, que resulta imposible caer en el error de situar un ángulo о un lado en un cua- 
drante incorrecto puesto que solamente existe un ángulo positivo menor que 180° que 
tenga un semisenoverso dado, 

La importancia de la descomposición en triángulos rectángulos radica en que las 
soluciones de los triángulos esféricos rectángulos pueden calcularse fácilmente y utilizarse 
para resolver triángulos esféricos oblicuángulos. Por ejemplo, una vez planteadas las 
soluciones de los triángulos rectángulos de las Fig. (a) y (9), cuyos elementos conocidos 
aparecen dentro de círculos, se puede encontrar la solución del triángulo oblicuángulo 


(a), [7] 





1. Obténganse los valores de x, В у В” del triángulo de la Fig. (a). 
2. En la Fig. (b) se conocen В y y = b — x. Obténganse los valores de a, C y В''. 
3. Los elementos buscados del triángulo oblicuángulo de la Fig. (c) son a, C y В = 
B' BU. 
LA FUNCION SEMISENOVERSO. El semisenoverso de un ángulo û, (аву 6), se define 
mediante la relación 
sev 8 = }(1 — сов 6). 
En el problema 1 aparecen algunas propiedades de esta función. 


La función semisenoverso se aplica directamente en la solución de los casos I y III, 
y en la solución del triángulo polar asociado de los casos II y IV. Para ello se necesitan 
las siguientes fórmulas: 


ssv А = senís — b) senís — с) csc b ese c, 
1) зву В = senís — c) sen(s — a) сас с cse a, 
sv C = sen(s — а) sen(s — b) сес a esc b, 


dondes = {a +5+0), y 
176 
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sva = sv — c) + sen b sen c зу A, 
2) sev b = ssv(c — а) + зеп с sen assy B, 
sv с = ssvía — b) + sen a sen b sev С. 

Para las deducciones de estas fórmulas, véanse los problemas 2 y 3. 
El uso del logaritmo de un semisenoverso se ilustra en el 


EJEMPLO 1. Utilicese ssv А = sen(s — b) sen(s — c) cec b csc с para encontrar А 
cuando а = 55*28,0", b = 7760' y c = 49°18,0'. 





| 
a= 55280 s-b = 195007 1 sen 9,37858 | 
b= 7" 607 s-c = 4193807 Т sen 9,82240 | 
c = 49°180' b = TT 6,0 1 esc 0,01110 | 
28 = 181520 с = 49°18,0" 1 esc 0,12025 | 
$ = 9075607 А = 559457 1 ву 9.33233 


Cuando se utilizan las fórmulas 2) son necesarios los valores naturales de los semi- 
senoversos y los valores de sus correspondientes logaritmos, 


EJEMPLO 2. Utilicese sv а = ssv(b — с) + sen b sen c ssv А para encontrar a 
cuando = 132*46,7", с = 59%50,1' y А = 56°284'. 


Por conveniencia, tómese x = sen b sen c яву A de modo que la fórmula anterior 
se transforme en вву а = ssv(b — с) + x. 


х = send sen ¢ sev А sva = mv o) +a 
в - 9*6, 1 sen 9,86569 b-c = TES. аву 0,35334 
c = 5901" 1 sen 9,93681 x 0,14205 
А = 56784 1 sev 9,34993 « S REDE oc der ES 
x = 0,14205 log 9,15243 


METODO DEL TRIANGULO RECTANGULO. Este método de resolución de triángulos 
Жолына и ЫЕ Ыы ЫЕ ары ба НГЕ ada шо де 
los dos triángulos esféricos rectángulos que se forman cuando, por uno de los vértices 
de un triángulo esférico oblicuángulo dado, se traza una circunferencia máxima per- 
pendicular al lado opuesto. Como este lado es un arco de circunferencia máxima, la 
perpendicular trazada corta a esta circunferencia máxima en dos puntos. Puesto que 
los lados de un triángulo esférico oblicuángulo son arcos menores que 180°, puede 
suceder que ambos puntos se encuentren fuera del triángulo o que sólo uno de ellos 
pertenezca al triángulo. Las Fig. (Dy су зт Oo RIE primer 
caso, el punto de intersección D pertenece al triángulo, y se determinan los 
rectángulos ACD y BCD; en el segundo caso, ninguno de los puntos de intersección 
pertenece al triángulo y cualquiera de ellos puede ser D. En la Fig. (e), la primera 
intersección que se encuentra en el sentido de A hacia B se ha denominado D y los 
triángulos formados son, nuevamente ACD y ВСР. 
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Para conveniencia del lector se ofrecen a continuación las fórmulas necesarias para 
la resolución de los seis casos de triángulos oblicuángulos. En el problema 6 se encuentra 
la deducción de las fórmulas correspondientes al caso 1. Obsérvese que las fórmulas 
requeridas en los casos Ш y V no son sino las fórmulas necesarias para resolver com- 
pletamente los dos triángulos rectángulos. 


CASO I. Dados a, b y c. 


1) tan {0 + а) tan 46 — a) = tan }(х + y) tan 4x — y) 
En la Fig. (d), Kx + y) = je y hay que determinar х — y); 
enla Fig. (е), Их — y) = de y hay que determinar 4(x + y). 


2) s+ FH, У ЕНУ Е у) 


3) сов A = tanxcotó — senX = sen x csc b 


са B С апус en Y = egos ea Fe. ® 


cos А = tan x оь — sen X = senxcscb a 
сое (180° 2B) any EE a A (0 


4) C = X + Y parala Fig. (d), C= X — Y para la Fig. (e) 
5) Comprobación: Utilicese la ley de los senos o trácese una perpendicular 
por А o por B. 


CASO IL. Dados A, B y C. 
Procédase como en el caso I y utilícese el triángulo polar A'B'C' en el 
que a’ = 180° — A, b' = 180° — B, c' = 180° — С. 


CASO Ш. Dados b, су A. 





1) tan x = tan Б cos A 
cot X = cos b tan А 
sen A = sen b sen А 
Para la Fig. (d) Para la Fig. (e) 
2) у=с-х y=z-e 
3) cos а = cos h cos y сов а = cos h cos y 
cot Y = sen À cot y cot Y = sen h cot y 
cot B = cot h sen y cot(180*—B) = cot h sen y 
4) c-X-*Y c-x-v 
5) Comprobación: Aplíquese la correspondiente fórmula de comprobación 
а cada uno de los triángulos rectángulos, 


CASO IV. Dados B, C y a. 
Procédase como en el caso III y utilícese el triángulo polar A'B'C' en el 
que b = 180° — B, с' = 180° — С, A’ = 180° = a. 


CASO V. Dados a, 5 y A. 


1) tan х = tan b cos A 2) cos Y = tan A cota 
cot X = cos b tan A cos y = sec h соз а 
sen h = sen b sen A sen В = sen А саса 


Cuando log sen В < 0, son posibles dos soluciones. 
3) Para la Fig. (d): с = x + y, C = X + Y. Parala Fig. (e): c = x — y, 
C=X-Y 
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CASO VI, Dados A, B y a. 
Procédase como en el caso V y utilices el triángulo polar A”B'C' en el 


que a’ = 180° — A, b' = 


PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Demostrar: а) аву 0° = 0, b) sav 180 = 1, 


а) муо" = а — co 0) = aD) =0 
5) sav 180° = ld — cont = di (0-1 


2 тус JU = ca 





2. Demostrar: ssv A = өөп» 





DES 
d) Puesto que 2 муз = 1 — tor 


da = сов 0) = mv o 
-1-fev 





b) semis — c) сс b cse e. 


Según el problema 6 del capítulo 21,sen JA = 


mA $ ema) rent da = 


3. Demostrar: муа 





mvíó = e) + san b sen e mv A. 


senis — b) sene — e) 
sen b sen c 


180° — B, A’ = 180° — а. 


© ssv(—0) = dvs, diced = 1 — 2 sav 6- 


=) sene 9, ксы 


sen b sen € 


= venís — b) sens — c) coc bese c. 


Utilizando la ley de los cosenos cos а = cos b cos c + sen b sen € cos A, 
жауа = jü — cosa) = }(1 — cos b cos c — sen b sen c cos A) 
= {п — cos bcos e — senò sen € (L > 29v A)) 
= Hi — (cos b сов е + sen b sen с) + 2pen b sen c му A] 


H1 — соь — e) + 2sen b sen c sv A] 
H2 và —c) + 2 sen b sen c mv A] = шү — c) + sen b sen c sv A. 


4. Resolver, mediante semisenoverso, el triángulo esférico ABC, dados a = 121°154', b = 104%54,7',с = 


65°42,67. (Caso I, problema. 








 eapítulo 21.) 


e) ose b esc e 
а) cae c osca 


s= Ja ike зшен! 

















4 в 
1 ese 0,06811 
1 esc. 0,01488 
lese 0104026 les 0,04026 
1 sen 9,62073 
T sen 9,81717 1 sen 9,81717 
1 sen 9,99966 1 sen 9,99966 
1 ssv 9,56507 
1 asv 972276 
1 asv 9,52089 
b 1 sen 9,98512 е sem 995974 
05392 B 1 cse 0,00069 C 1 csc 0,02608 
¡38581 998581 5,98582 


5. Encontrar, mediante el semisenoverso, el lado ё del triángulo esférico ABC, dados а = 106°25,3', 
¡Caso Ш, problema 10, capitulo 21.) 


с = 426,7", В = 114%53,2%, 
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amb = svia — ©) + sena nene ey В = шуа — с) + x 








а = 1067253 1 sen 998191. 
с = P167 1 sen 9,82784 
В = 1S2 1 вау 985151 
E log 956126 0,45842 
a-e sev 0,28194 
à = 11894997 sev 074036 


в. Doducir las fórmulas que se utilizan cuando se resuelve el caso I mediante el método del triángulo rec- 


tángulo, 
E P 
p p Ma 
3 
\ 
E я E 


B 
D 
a 


La Fig. (d) ilustra el caso en que la perpendicular trazada por C corta al lado opuesto en un punto 
perteneciente al triángulo, y la Fig. (е) ilustra el caso en que la perpendicular corta la prolongación del 
lado opuesto, 


En ambas figuras, cos? = cos А cos х y сова = cos Á cos y. 





Entonces, =-= ele as, 
mad шше ems tey ف‎ ee oz — y, 
D y wes => 
? жай сна TEET) 


си сова 7 cosx F сову’ 
Conforme a las fórmulas del capítulo 12, estas fórmulas se transforman en 


2 sen Фф +a) sen {0 — 0) _ 2 sen а + y) sen dis — y) 
тен fO +a) cos а) 7 2 oos f + y) cord) 


o (а) tan 16 +a) tan Kê —a) = tan Их +y) tan da 9). 





Para el caso ilustrado en la Fig. (d), jx + y) = Je; рага а caso ilustrado en la Fig. (0), dx — y) 
Una vez obtenidos х — y) 6 lix + y) mediante (А), 





х жу + е0) y y-de*y -de -»- 
Entonces, en la Fig. (0, 


cos A = tanxcotb, sen X = senzcscó (triángulo ACD) 
соз B = tan у cota, sen Y = sen у ceca (triángulo BCD) 
cx Y 
у, en la Fig. (e), 
cos А =tanzcotó, sen X = sen х све Б (triángulo ACD) 
seam = tany cota, den Y = deny ce a- (rta BCD) 
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CASO I. 


7. Resolver el triángulo estérico ABC, dados a 
capitulo 21.) 
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12171547, 6 ж 10455477, с = 60740,57. (Problema 8, 


day = de creat 
(1) tan fiz — y) = tan dió + a) tan ИВ — aj cot fir + y) 


Triángulo ACD 


(2) cos А = tan x cot b 
(3) sen X = sen х esc b 


Triángulo BCD 
(4) cos В = tan y cota 
(5) sen Y = sen y cse a 


с - хну 


а) 


10 +a) = 113° 50' 1 tan 0,21039 (n) 


























je — o) = —8:104/ — 1122 9,15724 (9) 
de + y) = MN. 1 cot 0,18008 
de -» = 2799851 1 tan 9,71755 
z- OWT 
»- зт 
2 
x - 60077 1 tan 0,24580. 
Балое". eof 942537 (n) 
A = 1795827 1 cos GTI O) 
хт өе 
в ® 
yl = 6017,1" 1 tan 8,96098 1 sen 896512 
а I154’ 10978817 (n) 1ce 0,00811 
В - 98185 beoe 87505 (m) с-х+Ү = 10206, 
Y- ens 
CASO Ш. 
8. Resolver el triángulo esférico ABC, dados а = 100925,3/, с 429167, В = A 
114753027: (Problema 10, capítulo 21.) R 
Triángulo HCD Triángulo ACD NR 
tan x = tan a cos B cos b = cos A cos y > 
cot X = cos cot Y = son A cot y ET 
cot(180°—A) = got А sen y 
C-X-Y T^ 10-4 
1 tan 0,59058 (a) = Vea BABII in) Vaen 9,08191 
lec 9,82410 (n) — lian 0423387 (n) —— ven 9,95768 
1 tan 0,15465 
Тон 9,78490 
1 cos 960268 (n ° Î cot 910308 (4) i ben 3,50850 
y = 124507 Leo 9,98921 1s 9,34268 1 cot 0,64653 
1 ece RE A 
Het 809576 5) 
"е یت‎ 1 eot 058012 





C= XY = ues’ 
tao» 90°, x < 90%; entonces А > 90" (véase la ley de los cuadrantes, capítulo 20). 
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CASO V. в 


9. Resolver el triángulo esférico ABC, dados a = 80*26,2%, € = 115°30,6 , 


А = 72724,47. (Problema 13, capítulo 21.) 




















Triángulo ABD Triángulo BCD 
tan x = tan ¢ cos A cos Y = anh cot a 
cot X = cose tan A cos y = мс À cos А} 
sen h = sen € sen A sen C = sen сеа TL 
=» B=Xx-Y¥ 
e = 115%0,6" 1 tan 0,32131 (2) — 1 cos 963414 (n) 1 sen 9,95545 
А = PHA 1 cos 9,48038 1 tan 0,49882 1 sen 9,97920 
x = 14793907 1 tan 9,80169 (я) 
X= 14338,2” 1 cot 0,13296 (я) 
"h = возо" 1 tan 022726 1 sec 10229261 
a= 8026,2” 1 eot 9,22655 1 cos 9,22047 
Y= 73928,9" 1 cos 9,45381 
y = 705887 Y cos 9,51308 
PC ~ 119% 
by = 


R= XY = 7093 


*A < 90°, entoncesh <90. с> 





10. Resolver el triángulo esférico ABC, dados b = 81423, e = 
€ = атзбл'. 








Triángulo ACD Triángulo ABD 
tan £ = tan b cos C cos Y = tan A ct е 
cot X = cos b tan С cos y = sec A cos с 
sen A = sen b sen C sen В = sen A cse с 
b = 8142,3 1 tan 0,83626 1 cos 9,15918 
С = TRL 1 cos 9,83036 1 tan 0,03670 

x 

1 sen 9,86250 

esc 0,10153 

1 sen 3,96403 





Existen dos soluciones, ACB, y ACBs, como se muestra en la figura. Las partes buscadas son: 
Triángulo АСВ, В, = 6700%, e, = x +y = 10454117, А, = X + Y = 115°519'. 
Triángulo АСВ, В, = 180° — В, = 119900, a = х — y = 50°59,7', А, = X — Y = 46°17,5'. 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 


Resolver mediante la aplicación del semisenoverso. 


1L а = 69°238/, b = STS13', c = 39°397. Лер. A = 9672 B = 60%4,9', C = 42%41,2" 
12. а = 599.47, b = 101953,9, c = 984777. Resp. A = б0'ЭЛ', В = 9939/7, С = 93919,2/ 
18.4 = SIMA, В = S38 С = 19202". Resp. ө = 284,07, b = 3U60', с = 30796,57 
14, A = 13473547, В = 108°138/, C = 79757,0". Resp. а = 13°599', b = 128°223',с = 54%22,27 














Utilizar el semisenoverso para encontrar el elemento pedido. 
15. a = 109%44,77, b = 64°12,3', С = 98°3387; encontrar е = 103906", 
16. b = 156122, c = 11278,67, A = T0024; encontrar а = 6388'. 
17, а = 672847, b = 34715,27, C = 24*128^; — encontrar c = 37417. 











18. Resolver los problemas suplementarios 16-33, capítulo 21, mediante el método del triángulo rectángulo. 





CAPITE. 23 


Rumbo y ача 


DOS SON LOS PROBLEMAS DE NAVEGACION que se tratarán en este capítulo: 


recorrida en determinado tiempo, encontrar la posición del punto de llegada. 
b) Cuando se conocen las posiciones delos puntos de partida y de llegada, encontrar 
la distancia entre los dos puntos y el rumbo necesario para ir de uno a otro. 


(En este capítulo, la palabra “milla” significará milla náutica.) 


NAVEGACION A LO LARGO DE UN PARALELO. 
Supóngase que un barco navega p millas direc- 
tamente hacia el este o directamente hacia el 
oeste (hacia el oeste en la figura adjunta) desde 
una posición conocida D hasta В. Como el viaje 
so realiza a lo largo de un paralelo de latitud, la 
latitud de Bes la misma del punto D. Así, el 
problema a) se reduce a encontrar la longitud 
de B. 


La diferencia de longitud entre B y D (DLo) 
se mide mediante el arco FG determinado en el 
ecuador por los meridianos que pasan por D y 
B. La distancia recorrida al navegar desde D 
hasta B (esto es, la longitud en millas del arco 
DB) recibe el nombre de "departure" (p) de B. 
hacia D. La diferencia de longitud se denomina 
este u oeste según que la "departure" sea hacia 
el este o hacia el oeste. 

Para encontrar la longitud de B es necesario convertir p millas en minutos, (Obsér- 
vese que la "departure" se mide, en este caso, a lo largo de una circunferencia menor; 
entonces, no es válida la relación 1 milla = 1 minuto.) En la figura, ünanse D y B con 
el centro C de la circunferencia menor (paralelo de latitud), dnanse D, F y G con el 
centro O de la Tierra y trácese DH perpendicular a OF. Llámese L а Z FOD, que mide 
la latitud de Р. Como Z FOG = 2 DCB, los arcos FG y DB son proporcionales a sus 





radios; por tanto, 
zi- &- 9P - ser, arc FG = (arc DB) sec L, o Dlo = p sec L. 
Así, 


diferencia de longitud (minutos) = "departure" (millas) X secante de la latitud. 


EJEMPLO 1. Un barco navega 55 millas hacia el este en la latitud 44°30’ N. 
Encontrar el cambio de longitud. 


En relación con la figura anterior, la "departure" es p = 55 millas E y L = 44°30'. 
Entonces, DLo = 55 sec 44°30’ = 77,1 millas E = 77,1 E61%17,1' E. 
(Véanse, además, los problemas 1 y 2.) 
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NAVEGACION EN UN PLANO. Supóngase que un barco navega, a lo largo de una 
circunferencia máxima, una distancia de d millas desde A hasta B, como en la Fig. (а). 
'Trácese por В el paralelo que corta en D al meridiano que pasa por A. Sean F y G los 
puntos donde los meridianos que pasan por А y В cortan el ecuador, Entonces, | = 
arc AD es el cambio de latitud y Р = arc DB es la "departure". 





(a) ъ 


Cuando las distancias relacionadas son relativamente pequeñas, se suele considerar 
la superficie de la Tierra como un plano, para poder aprovechar las fórmulas de la 
trigonometría plana que son más sencillas: Ahora se supondrá que todas las distancias 
son menores de 200 millas y que se está trabajando sobre un plano. 

En este plano, el ecuador y los paralelos de latitud se representan mediante rectas. 
horizontales, mientras que los meridianos, que son perpendiculares al ecuador, se 
representan mediante rectas paralelas verticales. En la Fig. (0), NAS es el meridiano 
que pasa por А, y DB es una parte del paralelo de latitud que pasa por В. Entonces, 
d = AB es la distancia, р = DB es la "departure", } es el cambio de latitud y C es el 
ángulo del rumbo. 

En el triángulo rectángulo ABD: 1 = des C, р = d sen С, tanC = р, 

El cambio de latitud se designa N o S según que В esté al norte o al sur de A, En 
la Fig. (0), el cambio de latitud es/ millas N o / minutos N, la "departure" es p 
millas E y el rumbo es N С? E. 


EJEMPLO 2. Un barco navega una distancia de 120 millas con un rumbo de 30* 
(o N 30° E) desde A (latitud 45°0’ N, longitud 70°0’ O) hasta B. Encontrar la “de- 
parture" y la latitud de B. 
En el triángulo rectángulo ABD de la Fig. (b), 
р = d sen С = 120 sen 30° = 60 millas E 
1 = dco C = 120 cos 30° — 103,9 millas М. 
El cambio de latitud ез 103,9! = 1%44' y la latitud de В ез 45°0' + 1*44' = 46°44' М. 
(Véanse, además, los problemas 3-5.) 


NAVEGACION POR LATITUD MEDIA. Cuando el triángulo ABD de la Fig. (а) se 
transforma en el triángulo ABD de la Fig. (b), se alarga el arco DB. Entonces, cuando 
la “departure” p = DB se utiliza en la fórmula DLo = р sec L de la navegación a lo 
largo de un paralelo, el valor de DLo es muy grande. Se obtiene una mejor aproxima- 
ción si se considera la “departure” correspondiente al paralelo de la latitud media de 
los paralelos de A y B; esto es, 


Dlo = p sec iat. A + lat. B). 
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Este método, que consiste en convertir la “departure” en diferencia de longitud, se 
lama navegación por latitud media. Sin embargo, no debe aplicarse cuando la latitud 
media excede los 60°. 

EJEMPLO 3. Encontrar la longitud de В del ejemplo 2 mediante el método de la 
navegación por latitud media. 

Las latitudes de A у B son 45%0'N у 46'44'N, y la “departure” es р =60 millas E. 
La latitud media es Hat. А + lat. В) = 304590, + 46°44') = 45°52’ N y 

Dlo = 60 sec 45°52’ = 8627. 
Entonces long. В = 70° — 86,2" = 68°34' O, 
(Véanse, además, los problemas 6-7.) 


ESTIMA. El procedimiento en el que el navegante, para encontrar una aproximación de su 


posición actual, utiliza como datos la última posición conocida de su barco así como el 
rumbo seguido y la distancia recorrida desde esa última posición se conoce por el nom- 


bre de estima. 
(Véase el problema 8.) 


NAVEGACION A LO LARGO DE UNA CIRCUNFERENCIA MAXIMA. Al navegar a lo 
largo de una circunferencia máxima desde A hasta B (Fig. (c), (d), (e), un barco re- 
corre el menor de los arcos de la circunferencia máxima que pasa por А y B. Los pro- 
blemas fundamentales de la navegación a lo largo de una circunferencia máxima son la. 
determinación entre A y B, y la determinación de la dirección del recorrido en cual- 
quiera de sus puntos, 





Р, 


Los problemas de la navegación а lo largo de una circunferencia máxima requieren 
la solución de un triángulo esférico (generalmente oblicuo) en el que uno de sus vértices 
es uno de los polos P, o Р,. Si A y B se encuentran en el mismo hemisferio, se toma 
generalmente como vértice el polo de ese hemisferio; si A y B se encuentran en hemis- 
ferios diferentes, se puede tomar como vértice cualquiera de los dos polos. En la Fig. 
(с), A y B están en el hemisferio norte; b = arc AP, = 90° — lat, А = colatitud A, 
a = arc BP, = lat. В = colatitud B, y Ріо = ZAP,B igual a la diferencia 
de longitud entre A y В. En la Fig. (d), A está en el hemisferio sur y В está en el 
hemisferio norte. En el triángulo AP, B, b = arc AP, = 90° + lat, Ауа = BP, = 
90° — lat. B mientras que en el triángulo AP, В, b' = arc AP, = 90° — lat. A y 
al = arc BP, = 90° + lat. B. En la Fig. (е), A y B se encuentran en el hemisferio sur. 
En el triángulo AP, B, b = arc AP, = 90° — lat. A y a = arc BP, = 90° = lat. B. 

En cada una de las figuras, d = arc AB = distancia a lo largo de la circunferen- 
cia máxima, entre A y B, /Р„АВ = rumbo de salida y ZP,BC = rumbo de llegada. 


(Véanse los problemas 9-11.) 
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PROBLEMAS RESUELTOS 


NAVEGACION A LO LARGO DE UN PARALELO. 


1. Un barco navega hacia el oeste una distancia de 160 millas en la latitud 35* N. Encontrar el cambio de 
longitud. 


Aqui p = 160, L = 33° y Dlo = p sec L = 160 sec 35° = 195,3” 0. 





Problema 1 Problema 2 


2. Un barco cuya latitud en 50° N navega hacia ol este hasta qui. alcanza una diferencia de longitud de 
29187. Encontrar la "departure": 


Aquí, Dlo = 2°15 = 135/E, L =:50* y, mediante Dlo = psec L, 
P т.о сов. = 135 cos 50° ~ 86,8 millas E. 
NAVEGACION EN UN PLANO. 
3. Un barco navega 150 millas con un rumbo de 245*10 (o S 66*10’ 0) desde San Francisco (lat, 37°80 N), 
Encontrar la "departure" y la latitud alcanzada. 


Sean A y Blas posiciones inicial y final del barco. En el triángulo rectángulo ABD, С = 65*10’; 
entonces 
р = dson C = 150 sen 65710" = 196,1 millas O y 
1 m dcos С = 150 cos 65°10' = 63,07 S. 
La latitud de B es 37°50’ — 63’ 3647^ N. 


* Un seroplano vuela desde A hasta B. La consecuente diferencia de latitud es I = Bü milán В, y In de- 
parture" es 115 millas E. Encontrar el rumbo y la distancia. 


En al triángulo rectángulo ABD: tan С = p /1 9115/80. 2 1,4315, ,С = 55711, con ó que el rumbo 
es 85511 E 0 12449; d = [ece C = 80 sec 55117 = 140,1 millas. 


N ^F 











Problema 3 (0. Problems 4 


® Un buque sigue un rumbo de 160° cuando navega desde А (lat. 53°10” S) hasta B (lat. 55405). En- 
contrar la distancia y la “departure”. aces. NES 


Aquí, 1 = 559407 — 53*10* 2 27307 = 180 millas, С = S 20° E; entonces 


4 = we C 150 aee 20°. 


* = 159,6 millas 
P =1 tan C = 150 taa 20° = 548 millas E 
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NAVEGACION POR LATITUD MEDIA. 00 
в. Un buque que sale de A (lat. 54°10” N, long. 15070 О) y navega 165 millas con un rumbo de 220°. 
Encontrar la posición alcanzada В. Ti 
Aquí, C = 8 40° О, 4 = 165; entonces 
1= dco C = 165 con di? = 1964/8 y 
р = duen С = 165 nen 40* = 106,1 millas O. 


La абша де B ө, 54°10 — 12647 = SEO N La latitud media ө 51°10" + sira) = 
53°%6,8” N. Entonces, t 

ргә = p secat. A + lat. В) = 1061 ме 53°8,5 = 17698 O 
y la longitud de B es 15607 + 176,8” = 158°87" О. 





lat. 54210! N А 


lat. 5293,67 м. 





. Un de A (at. 40°22" N, Р ! IN long. 445470). Encon- 
erm eec SERS O 
La diferencia de latitudes! = 40°22' — 379403 = 296 = 18618., 
La diferencia de longitud es DLo = 4712! 44°54 = 2*18^ 198 Е. 
La latitud media es }(40°22' + 37°46) = BA 
"TES 
De Dio = рае lat. A E lat B), p = 188 con 9 A 


138 сов 39% . 
tan с-ф - AL اوو‎ 
yodo = de C, d = Le = 150 sec 3429" - 199, millas E 


El rumbo es 8.347297 E o 14591". E 

















ESTIMA. 
8. Un barco parte de una posición A (lat. 37* siguientes con 
los rumbos indicados: 
Rumbo 23007 
Distancia (millas) — 185 
Si la posición final del baque es B, encontrar la distancia entre А y В, V necesario para un viaje 


directo desde A hasta B, la latitud y la longitud de В. 
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(a) ө 


En las dos primeras columnas de la tabla aparecen los datos, En las columnas encabezadas por CAM- 
BIO DE LATITUD y “DEPARTURE" aparecen los resultados obtenidos de las fórmulas 


ledet y p=dwenC. 





Por ejemplo, 


primer rumbo: | = 18,5 сов 50° = 11,9' Ву p = 18,5 sen 50° = 142 mi O 
segundo rumbo: | = 220 co 4090 = 143 Ny p = 220 sen 4°30” = 16,7 mi O. 








RUMBO DISTANCIA CAMPIO DE LATITUD “DEPARTURE” 
2300 185 19's 
2107307 220 SUN 
2500’ 340 428 
ио” 303 285^ N 
20^ 250 235' N 
350*00^ 20,0 2818 
3N 
Totales 1525, S 
LUN 





En la Fig. (6), tan C = РЛ = 415/241 = 17220, С = B9'81^ y el rumbo directo es 20079. 
La latitud de la posición fal del buque es 3749 + 24,1’ = 38°13' N. La latitud media es 
Катод" + 387137) e 3815; entonces, 
Dlo = 41,5 sec 5817 = 52Л'О 
y la longitud final es 123%0/ + 52,77 = 123°53' О. 


| v! 
NAVEGACION A LO LARGO DE UNA CIRCUNFERENCIA MAXIMA. СР) 

9, Encontrar la distancia, el rumbo de salida y el rumbo de llegada correspondientes а 

un viaje desde Honolulá (lat. 21°18,3 N, long. М О) hasta San Francisco 
lat. 27741.57 N, long. 1225,77 OJ- а 


En la figura, А es Honolulí y В es San Franciso. ~ 
Entonces, a = 90° — 3747,57 = 62125", b = 90* — 2118,3' = 684177 2 
с Шз s caasa О Bay 
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Solución normal. 


Para A,B: (2) tan KB + A) = cos lb — a) see Иә + a) cot dic 
(2) tan ИВ — А) = sen lib а) сє f +a) cor |С 


Parac: (3) tan Je = tan ð —a) sen ИВ + A) csc KB — A) 





0 8 w a 
- 89467 — cw 9,99549 Imen 925648 1 tan 9,16099 
jb +a) = 609747 7 1 ве 0,30701 1 ее 0,06051 
dc = 174331 cot 0496545 1 eot 049645 
JB +A) = [TC DES 1 sen 9,99456 
ja-a) = 1 tan ӘЛ 1 coc 0,33878 
B- 6 
A= 
k- 1 tan 9,49433 








La distancia buscada es 34740,27 = 208027 > 2080,2 millas. El rumbo de salida es N 5340,21 E. 
6 63*40,2" y el rumbo de llegada os N (180* — 1089140) E = N71%400'E 671460", 











Solución alterna. 
my с = sav(b — a) + sen b sen a ву С = ву —a) + x 
asv А = senis — b) senís — с) csc b cic e 
Ри T ale 
b= GEL, 1 sen 9,90928 
а = 527125" 1 sen 9,89776 
A A aa sev 0,02056 
x = 006822 log 883289 0,06822 
e = 340,2 v 0,08878 
- OPIL: - 1 sen 9,63523 
bz беч! a 1 sen 9,19870 
e= 34°402' sem 1 sen 9,88473. 1 sen 9,83473 
а-на aa les 0,10224 
£2 чаа e. les 0,3074 
e- 1 esc 0,24500 1 me 0,24500 
A- lee GUT Ес 
В - 1081407 [ET 


La distancia buscada es 2080,2 millas. El rumbo de salida es 5540/2" y el rumbo de llegada os 7146,07. 


10. Un barco navega a lo largo de una circunferencia máxima desde Dutch Harbor (lat. 53°53,0' N, long. 
16635,0* 0) hasta Melbourne (at. 37°50,0° S, long. 144°69,0 E). (a) Encontre la distancia, el rumbo 
de salida y el rumbo de llegada. (8) Localizar el punto donde el recorrido orta el ecuador, Encontrar el 
rumbo y la distancia desde este punto hasta Dutch Harbor. (e) “el punto del recorrido cuya 
longitud es 180°. Encontrar el rumbo y la distancia desde este panto Harber. 


a) En la Fig. (a), A es Dutch Harbor y Hes Melbourne. Entone Lr d = 36°70, 
a = 90% + 37950,0" = 12Т°%0л' y C = 300° — (168°3Ь0' + FO) = A 


Раа А,В: (0) lan КА +В) = cos Ns 


ымен р. 
(2) tan МА — В) = sen [а — b) cse da + 8) cat 
Pauci! Gian de шаа — 0) ala +B 
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867 срә 
а= = 5d IM à 
La T - 5 I see оцат. Si 
КА +В) = ima soon 2 
БА -в = 1 tan 02018 1 cse 007075 


1 tan 0,08201 


eux 
run 





La distancia buscada es 100154" 6045,47 = 80454 saillas, El 
rumbo de salida es S (180° = 143%,4') О = S 36%58,0" О 6 360° — 
Щз? = 2065867 y el rumbo de legada ө, 5 287404" 0,6, 10" + 
2674047 = 2084047. 


la) 








b) Denomíneee D la intersección. del recorrido y el ecuador, y G la 
intersección del meridiano que pasa por A y el ecuador. Cunsidérese el 
triángulo esférico rectángulo AGD de la Fig. (b) en ol que G = 90%, 
d = are GA = 5363,0’ y A = ZDAG m 180° — 143°L4 = 38887. 
Para а: (4) tan а = sen d tan A سه‎ 
Para D: (5 con D = cos d sen A Es 
Pam w: (6) tan yo tan d мс A 


w e © 











d = 59907 1 n 990781. com P043 1 tan 0,13898 T 
А 36758167 1 tan 9,876761 sen 9.77923 1 sec 0,09752 w 

а = mn 1 tan 978406 س‎ 

D - 60147 1 cos FIG EE... cipy 

a 294577 1 tan 029440 > 
La longitud de D es 16072507 + 31918,57 = 197"53,5' О = 162957 E. А 


El rumbo desde D es S (90° — 69°14,1) О = 8 20%45,9' O $ 200%45,9". 
La distancia entre D y Dutch Harbor es 59*45,7''= 3585,77 = 3555,7 millas. 


(дамы МЫ punto del recodo cuya акна ee NT y comida И! 
triángulo esférico A MC de la Pig. () en el que C = 180* > 1867850; = 


E 
Рагаа,е: (7) tan Ja +c) = cos ЦА — C) me МА + С) tan dm 
(8) tan Lía — €) = sen МА — C) ese ЙА + С) tan d 


Para М: (9) cot }М = sen Lía +0) ene Ja — e) tan KA — C) 
—1 





(e 


LA —C) - 61482 
dao = 1891327 

dm = 187357 
leo - 30127" 
de -2 = 164631 








11. Un buque parte de Nueva York (lat. 4048," N, 1,5" О) para efectuar una travesía a lo largo 
de una circunferencia máxima. El rumbo de i) Encontrar la latitud y la longitud de 
жа posición B cuando ha recorrido 500 millas. де la travesía que se encuentra más 
hacia el norte. 


а) En la Fig. (a), A es Nueva York, Entonces, 
= 600 millas = 8/200 y А = 39%0,0/. 






49147, 








Para С: 0) tan КВ +С) = cos fib — e) ше M e) cot da 
@ tan ИВ — C) = «nio. ee fih о) cot М 
Para: (0) tan do = tan 10 — e) sen ИВ О се E C) DE 
a LJ e 
jo — с) = 20%25,7/ 1 cos 9,97179 1 sen 964287. 
de +e) = 28%46,7/ — 1 sec 0,05819 lex 031770 ——— Y (1 
Ja - 18*0.0/ 1 cot 048822 {Т eot 0,48822 ЦЕ л 
HB + С) = 79 5,6 1 tan 0,51720 1 sen 9,98081 — 
{a-o = 6070237 EI MEI ie 
в = 138797 2. 
ea Tus РА x 
do = ntes 1 tan 
а = 4272967 sh qom 


x Tb 
La latitud de B'es (90° — 42°39,6) N = 47°204' N y la longitudes (13°57,5' = 712,3) 0 = 60%44,2'0, 


b) El punto de la travesía que se encuentra más al norte es D, cuyo; 
es perpendicular al recorrido. En el triángulo esférico rectángulo 
Fig. (D), d = ADILA” y А = 36007. 


Para о: (4) sen a «wn =~ =>. 





















Раа С: (5 tan С = sec 


d ~ аза” 
A = MP O0" 
a = 2694,97 
С. = 61936,07 10) 


= 6406,0) 0 = 





La latitud de D es (90° — 26°24,9°) N 
91,570. 


punto de llegada si (a) parte de la longitud 125° O, (b) parte 
Resp. а) 120°30,9° O. 5) 164°29,1° E. 


13. Un barco navega hacía el oeste en la latitud 42° N basta que. 
Encontrar la “departure”. — Resp. 167,2 millas O 


14. Un barco navega hacía el oeste en la latitud 22° N hasta que 
Encontrar la "departure". Resp. 208,6 millas O 








RUMBO Y DISTANCIA 193 


NAVEGACION EN UN PLANO. -> 


15. Un barco navega 125 millas con un rumbo de 42-40? a partir de А (lat. 40° N). Encontrar la “departure” 
y la latitud alcanzada. — Reg. p = 84,7 millas E; laf c Aldd! N 





16, B se encuentra a 125 millas al oeste y a 90 millas al norte de A. Encontrar la distancia y el rumbo para 
navegar desde А hasta В. — Resp. d = 164,0 millas; rumbo = N 54°15” O 


NAVEGACION POR LATITUD MEDIA. 1 


17. Un navío sale de A (lat, 35°38’ N, long. 64°55’ О) y navega 175 millas соп un rumbo de S 50° E. En- 
contrar la posición alcanzada B. — Resp. B (lat. 3346" N, long. 62°12" О) 


18, Un buque parte de A (lat. 45°15 N, long. 140'38' О) y llega а B (lat. 48°45' N, long. 157127 О). En- 
contrar el rumbo y la distancia, Resp. 39°47’, 252,7 millas E. 


19, Un aeroplano vuela desde San Diego (lat. 32°42' N, long. LI7*10"0) hasta San Francisco (lat. 37°48’ N, 
long. 122*24' О). Encontrar el rumbo y la distancia. Resp. 320°2°, 399,3 millas О 





ESTIMA. 
20. Encontrar el rumbo directo y la posición final В si un buque, que parte de A (lat. 47*24' N, long. 75°45 
О), sigue los siguientes rambos: 
a) rumbo 1890", distancia 35,0 millas; rumbo 330°0', distancia 60,0 millas. 
b) rumbo 225'0”, distancia 105,0 millas; rumbo 50%0”, distancia 125,0 millas. 
Resp. а) 285°б5'; 4T33^N, 76990" 
) 7359 4730 N; 75130 
21, Un barco que parte de A (Ist. 4050’ N, long, 1250 О) y recorre las siguientes distancias con los rumbos 
indicados: j 
Rumbo 3530! 13007 290 34030 10°30" 
Distancia — 300 450 | 1000 400 300 
Encontrar el rumbo directo y la posición final В. 
Resp. 996^, 40°47 N, 124/20 0 





NAVEGACION A LO LARGO DE UNA CIRCUNFERENCIA MAXIMA. 


22. Encontrar la distancia más corta entre: Y 
а) Chicago (lat. 4150,0" N, long. 87"97,0 О), y Dutch Harbor (lat. 833540 N, long. 166*90,0 0), 
b) Nueva York (lat. 40°43,0' N, long. 740,0" О), y Rió de Janeiro (lat. 22°54,0' S, long. 42°11,0' О), 
€) Dutch Harbor y Rio de Janeiro. 
Resp. а) 3085,5 millas, 6) 4186,2 millas, с) 7686,4 millas _ 
23. Encontrar la distancia a lo largo de la circunferencia пай іза, el rumbo inicial y el rumbo de llegada de 


un vuelo desde Washington (lat. 38°55,0' N, lang, 774.0! O) hasta Moscú (lat. 55°450' N, long. 
3T340'E). — Resp. 4219,6 millas, 32754,67, 131 





Ы 


Encontrar la distancia а lo largo de la circunferencia máxima, el rumbo inicial y el rumbo de llegada de 
un vuelo desde Calcuta (lat. 227350" N, long. 0^ S, long. 
144%58,0 E). Resp. 4822.6 millas, 22155677, 281° 


25, Localizar el punto del recorrido del problema 24. 
tancia desde Calcuta. Кар. long. 10772944 E 


26. Un aeroplano sale de Honolulá dat. 217180” N, long. 187*62,0” О) con un rumbo 4043,05. 
а) Localizar el punto del recorrido f 

b) Encontrar la posición cuando lal 

Resp. a) lat. 52944" N, long. 83°138' 

b) lat. 52237 N ыам ч 










travesía corta el ecuador y encontrar su dis- 





In dia 
CAPITULO 24 


A UN OBSERVADOR SITUADO EN LA SUPERFICIE DE LA TIERRA le parece que 
se encuentra en el centro de una esfera de radio ilimitado en la que todos los otros 
cuerpos celestes se mueven de este a 'al esfera, de radio ilimitado pero con 
centro en el centro de la Tierra, es útil para ciertos problemas de astronomía 
y navegación. А esta esfera se le da el esfera celeste. 

Para localizar un cuerpo sobre la 
punto donde una recta trazada 
del cuerpo celeste corta la esfera 





ite, para ubicar el 
“y que pasa por el centro 
puntos de referencia 


Los puntos y circunferencias máximas independientes del observador son 
1) Los polos celestes Py y Ps, que son los m — 5 5 inu 
la esfera celeste. 


2) El ecuador celeste EQOQ" , ОРЕ O erret y 
la esfera celeste. mà 


3) Los meridianos celestes que son las semi-cireunferencins máximas que pasan por 
Puy Ps. 
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Los puntos y cireunferencias máximas que dependen de la posición del observador 

م س son:‏ 

1) El cenit (del observador) que es el punto Z dela esfera celeste situado directamente 

sobre el observador. эм» 

2) El nadir (del observador) que es el punto Z^ diametralmente opuesto а Z. (Obsér- 
vese que Z y Z' son los puntos de intersección de la esfera celeste y la recta que 
pasa por la posición del observador y por el centro de la Tierra.) 

3) El horizonte (del observador) que es la circunferencia máxima NESO cuyo polo es Z. 

4) El meridiano celeste (del observador) que es el meridiano Р„7Р; que pasa por el 
cenit. 

Dado un cuerpo celeste Т: 

1) La circunferencia vertical de T es la semi-círcunferencia máxima ZTHZ', donde Н 
ев su intersección con el horizont 

2) La altitud de T es su distancia angular al horizonte. La altitud (arc HT) es + o — 
según la posición de T arriba o abajo del horizonte. 

3) La distancia cenital de T es 90° — la altitud de Т. 

4) El acimut de T es el ángulo Py ZT entre el meridiano del observador y la circunfe- 
rencia vertical de T. Se mide, generalmente, а lo largo del horizonte desde el punto 
norte N, hacia el este, hasta Н. Si el cuerpo se encuentra hacia el este, el acimut 
es < 180°; si se encuentra hacia el oeste, es > 180%, 

5) La circunferencia de la hora de T es la semi-circunferencia máxima Py TKPs, donde 
K es su intersección con el ecuador, 

6) La declinación de T es su distancia angular al ecuador. La declinación (arc KT) es 
+ o — según T se encuentre al norte o al sur del ecuador. 

7) La distancia polar de T es 90° — la declinación de T. 

8) El ángulo de la hora de T es el ángulo ZP,, Т entre el meridiano del observador y la 
circunferencia de la hora de Т. Se mide hacia el oeste desde 0” hasta 360°. 
Debido a la rotación de la Tierra, una circunferencia de la hora parece variar 15* 

cada hora; por esta razón, el ángulo de la hora se puede medir en unidades de tiempo 

desde 0" hasta 24°. 

















SISTEMAS DE COORDENADAS. En el sistema horizontal, los ejes son el horizonte (del 


observador) y la circunferencia vertical del cuerpo celeste T. Las coordenadas de T' 
son: 


la altitud, HT, medida por un sextante o un teodolito; 
el acimut, 4 Py ZT o arco МЕН, medido por una brújula. 
En el sistema ecuatorial, los ejes son el ecuador celeste y la circunferencia de la hora 

de T. Las coordenadas de T son: 

la declinación KT y el ángulo de la hora Z ZPy T. 
En el Almanaque Náutico Americano (American Nautical Almanac) se encuentran las 
déclinaciones de algunos cuerpos celestes, así como los respectivos ángulos de la hora 
calculados para un observador situado en el meridiano de Greenwich. 


EL TRIANGULO ASTRONOMICO de un cuerpo celeste T es el triángulo esférico (celeste) 


Py ZT determinado por el meridiano del observador Py 2, la circunferencia de la hora 
Py T, y la circunferencia vertical ZT. Las partes de este triángulo son: 
1) lado TZ = distancia cenital de T = 90* — la altitud de T, 


ye LA ESFERA CELESTE 


2) lado TP, = distancia polar de Т = 90* — la declinación de T, 
> 3) lado 2Ру = colatitud del observador = 90 — QZ 
= 90° — latitud del observador (en el hemisferio norte) 
= 90° + latitud del observador (en el hemisferio sur), 
4) ángulo Py ZT = acimut de T, si T se encuentra al este del meridiano del observador, 
= 360° — acimut de T, si T se encuentra al oeste del meridiano del 
observador, Le 
5) ángulo ZP, T = ángulo de la hora de Т, si Т se encuentra al oeste del meridiano del 
observador ом 
= 360° — ángulo de la hora de T, si Т se encuentra al este del 
meridiano del observador, 


6) ángulo 2ТР,, que no es de especial importancia. 


HORA SOLAR. El mediodía local solar de un observador ocurre cuando el centro del Sol se 
encuentra sobre el meridiano del observador, Z ZP, T = 0°. 
La hora aparente local del observador en un momento cualquiera es 12^ — Z ZP, T 
(del triángulo astronómico) cuando el Sol se encuentra hacia el este, у 12 + Z ZPy T 
cuando el Sol se encuentra hacia el oeste. 


EJEMPLO 1. Encontrar la hora aparente local de Nueva York (lat. 40%42,0/ N) en el mo- 
mento (a) de In mañana y (b) de la tarde en que la altitud del Sol es 343,0" y ви declinación es 








PB! 
En el triángulo astronómico, TZ 90* — altitud- = 55*28,0", 49*180^ 
ТРу = 90° — declinación = 776,0" y ZP = 90° — latitud = 49°180'. — p, E 


Д Según el ejemplo 1 del capítulo 22, ZPy T = 55714,5”  3NO^BBA. 
а) Par la mañana, la hora aparente local es. 

19 — арча" — вреде = 8:19:2 АМ. 
b) Por 1а tarde, la hora aparente local es aar > 





4 
px 








12 4 ahogar = 190958 - 3:40:58 PM. = ч 
LATITUD DE UN OBSERVADOR. Cuando se conocen la declinación y el 
ángulo de la hora (o acimut) de un cuerpo celeste, se la latitud del 





observador mediante la resolución del triángulo astronómico. _ 
EJEMPLO 2. Encontrar ia latitud de un observador situado en el hemisferio norte sí, cuan- 















do su hora AM, la altitud del Sol зол! y su declinación es 
4 15°38,0°. а "d y 
En el triángulo astronómico, TZ = 49°50,0', ТРм = TRIO E xt 
y ¿ZP y T = VP — 102536" = 1534724" = 23'90,0', Este es un йз ө SE | 
del caso V en el que se busca el lado ZPn. 5 3 
~ 584 

| sen Ры2Т = sen TP, esc TZ sen ZPT а o NF 

tan }ZPy = sen KPuZT + ZPyT) cschPyZT — ZPNT) ian TE. — TZ) т 

TPN = 1422207 1 sen 9,98363 Рът + o 

TÉ = 4980,0 21 

2РЫТ = 29360! |1 sen 9.60244 a A 

*PuZT = 14942,0" 1 sen 9,70288 аеры = 1u 





‘La figura evidencia que ZP4ZT = 30*180^ cuando el observador está en el hemisferio sur, y 
que es 180° — 30°180” = 149"42,0" cuando el observador está en el hemisferio norte. 


La latitud del observador es 90° — ZP = 62378 N. O 
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PROBLEMAS RESUELTOS 


1. Encontrar el acimut del Sol y la hora aparentelocal de Washington, D.C. (lat, 38°55,0' №) enel mo- 
mento de la tarde en que la altitud del Sol es 25*40,0^ N y mu declinación es —19°15,0'. 


En el triángulo astronómico, TZ = 90° — la altitud del Sol = 64*20,0*, TP; = 90° — la declina- 
ción del Sol = 109*15,0' y ZPy = 90° — la latitud del observador ~ 51°5,0'. 

















Solución normal. 
A OESTE A 
жа» 
tan tan r 
@ رہ‎ e E лат = ہے‎ 
TZ = бол, 4 - TZ = 
ТРу = 1091507 a- TPN = 
ZPy = 51°60 a= ZPN m 
sito" 
2e n 22040,07 £s 
4 = 1129007 
@ 
Itanr 928924 
1 епк — TZ) 981107 1 tan(s — ТРЫ) 
ltan]ZP&T 941817 1 tan} PNZT 
арыт 14°40, рыт 
ZP,T 29212 PsZT 
atem 


Cuando el Sol está al oeste, el acimutes 360° — PyZT'= 21053,8^ y la hora aparente local es 
1:57:25 PM. 


Solución por el semisenoverso. s = KTZ + ТР + ZPN) 


(D sv PNET = senís — TZ) senis — ZPy) eie TZ єс ZP y 
(2) sv 2РЫТ = sena — ТРА) senle = ZPy) све ТРА ес ZPN 


a o 
*-Т2 = 48 007 1 sen 9,87107 
s-TPy= 29 607 1 sen 8,73069 
s- ZPy = 61150" 1 sen 994286 sen 9,94286 
TZ = 64°2007 1 све 0,04512 
Тру = 1091507 lese 0,02499 
ZPy = 51° 50" lese 0,10899 1 ese 0,10899 
PuZT ~ M 6,27 Тых 9,96804 mter 
2РуТ = 2821,3" 1 esv 8,80753 


БЕСЕ 


El acimut es 210°53,8' y la hora aparente local es 1:57:25 РМ, como antes. 
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2. Encontrar la hora aparente local de Reykjavik, Islandia, (lat. 6459,07 N) y el acimut del Sol en el 
momento del orto y del ocaso, cuando la declinación del Sol es +154507. 


En él triángulo astronómico, ТРЫ = 7401507 ZP = 2851.0, y como 
a la salida y a la puesta del Sol, el centro del astro se encuentra en el 








horizonte, TZ = 90°. Su triángulo polar 2 'Р”Т/ es un trióngulo esférico P Z 
rectángulo en el que Z2’ = 108°45,0', ZT^ = 18490, ZP' = 90°. 
а) cosp’ = cot T'cot Z^ — (2) cosa! = ese TP cos Z^ E 
w а A 

T’ = 154907 1 cot 0,31471 (n) 1 cse 0,36050 

z- 1 eot 945029 (n) 1 cos 9,43367 (n) 

э = 1 сов 976500 a E 

2 1 cos 579417 (5) 





Entonces, 4ZPy T = 125"95,9' = M2224 у ZPyZT = 5129.9. A la salida del Sol, la hora 
aparente local = 12% — 8%22"24* = 3:37:38 AM y el acimut del Sol es 51%29,9. A la puesta del Sol, 
1а hora aparente local es 8:22:24 PM y el acimut es 360° — 51°29,9' = 30890, 


(Nota. Al calcular cualquier hora aparente local es necesario hacer una corrección para compensar 
In refracción que los rayos del Sol sufren en la atmósfera terrestre y para compensar, además, el radio 
angular del Sol.) 














3. Encontrar la duración del día más corto del año (declinación del Sol -29*27,77) 
оп Reykjavik (lat. 64%9,0' N) y el acimut del Sol en el orto y el ocaso corres. 
pondientes a ese día. 

El triángulo astronómico es cuadrangular con ТРу = 113'27,7, ZPy = 
05951,07 y ZT = 90°, Al resolver el triángulo polar Z'P'T'en el que T' = 
154"9,0" y Z’ = 66°32,3' como en el problema 2, se encuentra que 

p’ = 153°36,1' y 2! 2893,57. 
Entonces, en el triángulo cuadrangular, ZPy T = 2023,' = 1%45=33* y 
PNZT = 156"66,5". 

La hora aparente local de la salida del Sol es 12% — 1948933" = 10:14:27 

АМ y la de la puesta del Sol es 1:45:33 PM. 

La duración del día más corto es 2(1 1499331) = 231%6%. 

El acimut del Sol es 155°56,5' а la salida, y 380° = 155°56,5' = 204°3,5" a la puesta. 
(Nota. La duración del día más largo del año es 24^ — 3\31"6" = 20'28"54*.) 











Encontrar la latitud deun observador situado en el hemisferio norte 
cuando 1а altitud del Sol es 54*28,0”, la declinación es —18%42,0' y el 
acimut es 200°10,0 d 

En el triángulo astronómico, TZ = 35°32,0', ТРи = 105%42,0/ у 
PuZT = 360° — 200*10,0' = 159°50,0' porque el Sol está hacia el 
oeste. 





sen TPNZ = sen Py ZT sen TZ се ТРУ 
tan }7Ру = sen PS ZT + TPs Z) esc Pu ZT — TPN Z) tan ТРЫ = TZ) 


TZ = 3599507 1 sen 9,76431 KPwZT-- ТРЫ) = 855547. 1 sen 9,99890 

ТР = 10694207 1 cse 001651 ИРЕЕТ  TPRI) = 13548! 1 cse 0,01736 

PZT = 1599500" PNT TZ) = 3959. 1 tan 9,84657 

ТРу2 = 12° 0,8" ЕРУ = 3015,9 las 9,86285 
ZPy = 72118" 








Entonces, la latitud es 90° — 7211,8" = 17482" 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 


5. Encontrar la hora aparente local y el acimut del Sol, por le mañana, en 


а) la latitud 39° N cuando la altitud del Sol es 22° y su declinación es +20*, 
b) la latitud 45°24 N cuando la altitud del Sol es 24912” y su declinación es +13918", 
€) Ja latitud 25°14” М cuando la altitud del Sol es 38°28" y su declinación es —18°16'. 


Resp. а) 6:50 AM, 81°31’, b) 7:25 AM, 95°36’, e) 10:6 AM, 144%43" 








6. Encontrar la hora aparente local y el acimut del Sol, por la tarde, en 


a) la latitud 40°42’ cuando la altitud del Sol es 28°26/ y su declinación ea —6*16", 
b) la latitud 42°45’ cuando la altitud del Sol es 38°36 y su declinación es -- 187277. 


Resp. a) 242 PM, 227%3', b) 3:36 PM, 259*15" 


7. Encontrar la hora aparente local y la amplitud de la salida y la puesta del Sol correspondientes al día 
еп que la declinación del Sol es --20*32^ en. 





а) Acapulco (lat, 16°49' N). Resp. 5:34 AM, 68*90/; 6:26 PM, 291%30" 

b) Fairbanks (lat. 64°51” М). Resp. 2:28 AM, 34°23'; 9:32 PM, 325937" 

c) Harrisburg (lat. 40°16 М). Resp. 4:46 AM, 6238 7:14 PM, 297227 
8. Encontrar la duración del día máx largo del año (dec. +23°28') en 

а) Acapulco, b) Fairbanks. Resp. a) 13%", b) 2140" 





9. La declinación de una estrella es 4+7*24%, el ángulo de la hora es 48°51' y la latitud del observador 
в 64°9/ N. Encontrar el acimut de la estrella. Resp. 234°36° 


10. ¿Cuál es la latitud en el hemisferio norte si 
а) a las 8:56 AM la altitud del Sol es 36°18’ y su declinación ea +149857 
b) u las 3 PM la altitud del Sol es 24°42’ y su declinación es —12%28'7 

tud del Sol es 35°23/ y su declinación es — 10°48? 

las 2:10 PM la altitud del Sol os 23°26’ y su declinación es + 14°30? 

¢) la puesta del Sol del día más largo del año ocurre a las 10 PM? 

Resp. а) $468 N, b) 37°22 N, с) 26°18 N, d) T9*18 №, e) 63°23 N 












Abscisa, 8 
Acimut de un cuerpo celeste, 195 
Adición, fórmulas de la, 73 
“Agudo, funciones de un ángulo, 19 
Altitud de un cuerpo celeste, 195 
Amplitud de la sinusoide, 64 
Angulo, 1 

agudo, función de un, 19 

asociado, 64 

собна) 9 

complementario, funciones de un, 19 
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cuadrático, 9 

de depresión, 23, 30 

de elevación, 22, 23, 30 

diedro, 144 

dirigido, 1 

duplo, funciones de un, 73 
férico, 145 
sedida de un, 1 
grado, 1 
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